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Délici pomér, dvojpomer

1. DELICi POMER, DVOJPOMER

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce se seznamite

® se zakladnimi pojmy potiebné k definovani kuzelosecek
® jak definovat kuzelosecky

® se feSenim kuzelosecek, které jsou dany obecnymi prvky

LLI Vyklad

Délici pomér

Uvazujeme tfi body A, B a C, jejichz nositelka neprochdzi stiedem promitani a jejich

rovnobézné pruméty A', B' a C'. Promitaci piimky AA', BB' a CC' jsou rovnobé&zné.

A AI !
Proto plati Ac = ¢
BC B'C’

o, AC o y T .-
Pomér usecek I nazveme délicim pomérem tii bodi A, B, C a budeme znacit (ABC) :

he = (ABQ) = +4C
‘ " BC
kde znaménko - plati, je-li bod C vnitinim bodem tsecky AB.
Body A, B se nazyvaji zdkladni body. Bod C se nazyva délici bod. Nevlastnimu délicimu
bodu U, ptimky je pfidélena (AB.U) = 1.

Jestlize budeme nositelku bodli povazovat za ¢iselnou osu a body A, B, C budou mit

soutadnice a, b, ¢, potom plati: (4BC) = ¢ _Z =X. Q)
c —
Pro ¢islo x vzdy existuje jediny bod c nositelky tak, ze plati (ABC) = x. Budeme-li vztah (1)
jako rovnici, dostaneme: c= al_bx
- X




Délici pomér, dvojpomer

Pro x # 1 je c¢ soufadnici jediného bodu. Pro x = 1 dostaneme nevlastni bod nositelky. Pro
stied usecky plati (ABC) =-1.
Dvojpomér

M¢jme ctyfi rizné body A, B, C a D na ptfimce p. Dvojpomérem bodii (ABCD) nazveme
podil poméra (ABC) a (ABD). Body A a B jsou zdkladni. Body C a D jsou délici. (Vlastni).

Plati tedy:
AC.BD
a:(ABC):ﬁ. o] = ¢ (1)
Ap AD.BC
Vztah mé smysl pro vlastni délici body C a D.
// f—_}\\o C -@
A B ™ - D
Obr. 1.2

Obdobné jako u poméru i u dvojpoméru lze ukazat, ze jediné hodnoté d na pfimce, kterd je
nositelkou bodl A, B, C a D existuje jediny d¢lici bod D.
Z (I1) 1ze psat:

c—a d-a _ (c—a).(d-b)

(ABCD) = :
c—-b d-b (c-b).(d—-a)
Oznacime (ABCD) = x.
Potomtedy d= ax(c=b)=b(c=a) CProxz2 je soufadnici d urcen jediny bod na
x(c=b)—(c—a) c—-b

c—a

ptimce p. Pro x = dostaneme nevlastni bod na pfimky p.

c—b
Vlastnosti dvojpoméru
Véta Pappova

Je-li dvojpomér (ABCD)=3#0, potom (ABDC) = (BACD) =

1
o1




Délici pomér, dvojpomér

Diukaz

- L jusepy = 2542 L
o BD.AC o]

(ABCD) =

NS |$’

9}

1
e
/1D

Promitanim se dvojpomér neméni. (Véta Pappova.)

Obr. 1.3

Diukaz

Na piimce p jsou body A, B, C a D, které promitneme z bodu S do bodi A', B', C' a D' na

ptimku p'. Dikaz provedeme pomoci plosnych obsaht trojihelnikd.

ACBD LACv.1.BDv 'A’A

AD.BC %Ev%ﬁ?v ACA

kde A, 2A, A a“A jsou obsahy trojiihelnikil. Obsahy trojiihelniki vyjadiime:

(4BCD)| =

'APA %ﬂ.%.sh(ac.%ﬁ.@.sh(bd _ sin{ac.sin(bd
*AfA 184.SD.sin(ad.L SB.SC.sin(bc  sin{ad.sin(bc

Mizeme tedy napsat

(ABCD) = sin{ac.sin(bd
sin{ad.sin{bc

Vyraz na pravé strané zjevné vibec nezavisi na poloze pfimky p.

_sindacsin®dd _ g o)l =|(aBCD)

Lze tedy napsat |(A'B'C'D’
ynap |( ) sin{ad.sin{bc

Doporucena animace: la Pappova véta.




Délici pomér, dvojpomer

Harmonickou ctverinu bodi tvori body, jejichz dvojpomér je roven -1.

(ABCD) = -1 =>'A body A,B,C a D tvoii harmonickou &tvefinu bodi.

Obr. 1.4

Harmonickou ¢tvefinu bodii mtizeme snadno konstruovat pomoci tzv. uplného ctyrrohu.
M¢jme v roviné ¢étyfi rizné body A, B, C a D, kde Zadné ti nelezi na jedné piimce (viz
obrazek 1.4). Spojenim vrchold (resp. jejich prodlouzenim) dostaneme pruseiky X, Y a Z,
které tvoti tzv. diagondlni trojuhelnik, kde body X, Y a Z se nazyvaji diagondlni vrcholy.
Sestrojime priseciky strany diagondlniho trojuhelnika se stranami ¢tyfrohu.

Na obrazku 1.4 je oznaceno Y* a Y2.

Ukazeme, ze plati:

(ABYY! = (CDYY?) = -1. Oznagime (CDYY?) = 8. (1)

Promitneme-li body C, D, Y, Y? z bodu Z na spojnici AB, dostaneme (dle Pappovy véty)
rovnost:

(CDYYY) = (BAYY?) = &
Jestlize tytéZ body promitneme z bodu X na spojnici AB, dostaneme:

(CDYY?) = (BAYY") :ﬁ:i. (1v)
Z () a (IV) plyne, ¢ o = 1/o, tedyo® = 1. ReSenim této rovnice tedy je & = -1.
Reseni o = +1 nevyhovuje, protoze body Y a 'Y jsou rizné.
Na zakladé Pappovy véty muzeme definovat dvojpomér étyf piimek a, b, ¢ a d, jednoho
svazku tak, Ze jsou protnuty libovolnou pfimkou p (nenalezici svazku) praveé v bodech A, B, C
a D. Potom dvojpomér piimek a, b, ¢ a d je rovny dvojpoméru boda A, B, C a D. Obdobné

muzeme definovat dvojpomér Ctyt rovin «, B, y @ 6 patficich jednomu svazku rovin.

Doporucena animace: 1b Harmonicka ctverina bodu




Délici pomér, dvojpomer

Projektivni pribuznost dvou utvarti nastava tehdy, jestlize jednotlivé prvky utvarii jsou
vzajemné jednoznacné ptifazeny a dvojpomér sobé odpovidajicich ¢vetic bodu je stejny.
Projektivni pribuznost je dana tfemi riznymi pary sob¢ odpovidajicich bodi.

Perspektivni pribuznost je ptibuznost dvou projektivnich utvard, které maji samodruzny bod.

Obr. 1.5

Na obrazku 1.5

fady 'p a p jsou projektivni;

fady 2p a p jsou perspektivni.
Na obrazku 6 je na nositelce p Ia, 1B, !c, D, ...Mimo tuto nositelku p je zvolen bod L.
Spojnice *A, 'B, 'C, 'D, ...s bodem L vzniknou ptimky 'a, 'b, 'c, ’d ... Jestlize tyto ptimky
'a, b, ¢, d....oto¢ime okolo bodu L o konstantni Ghel (na pt. 90%) do piimek %a, %b, %c, %
...., které protnou nositelku p v bodech 2A, 2B, 2C, 2D, ... Dle Pappovy véty plati (‘A 'B 'C
'D) = CA B *C?D).
Plati véta: Mimo identickou pfibuznost existuji tfi typy projektivni pfibuznosti. A to se dvéma
samodruznymi body - hyperbolickd ; s jednim samodruznym bodem - parabolicka a bez
samodruznych bodu elipticka.

Doporucena animace: 1c Perspektivni pribuznost.




Délici pomér, dvojpomér

Involuce je zvlastni piipad projektivni piibuznosti dvou bodovych fad, kdy nositelky téchto
fad jsou totozné a dva pary sob¢ odpovidajicich si bodu tvoii tzv. vratnou dvojinu

'A=’B,’A="B.

1AUE ‘B "‘A; 'B 1uc: 2::
Dale plati véty: (uvedeme bez diikazit)
Jestlize dvé soumistné projektivni fady maji jednu vratnou dvojinu, jsou vSechny
dvojiny sob¢ odpovidajicich si bodl vratné dvojiny. (V)

V hyperbolické involuci tvoii kazdy par sobé odpovidajicich si bodu se

samodruznymi body harmonickou ¢tvefinu. (V)
V eliptické involuci se pary odpovidajicich bodt oddéluji. (VI
Bod, ktery odpovida nevlastnimu bodu nositelky oznac¢ujeme jako stred involuce. (V)

Obr. 1.7

Lze odvodit O A.OA=0L.OL'=0 B .0 B - hyperbolicka
O A.O A =Kk - elipticka
Mezi ptimkami dvou svazkli je projektivni pifibuznost, jestlize si piimky odpovidaji
jednoznacéné a dvojpomeéry odpovidajicich prvki - ptimek jsou stejné. (IX)

Doporucena animace: 1d Samodruzne body a stred kolineace

10




Délici pomér, dvojpomer

Obr.1.8 Obr. 1.9
Perspektivni kolineace je geometricka pribuznost dvou poli v roviné, kde bodu odpovida bod,

pfimka pfimce a bod na pfimce opét odpovidajici bod na odpovidajici pfimce. Spojnice
odpovidajicich bodi prochazeji jedingym bodem tzv. stredem kolineace.

Stfed kolineace odpovida sam sobé - je siln€ samodruzny, je to stfed svazku piimek - slabé
samodruZnych. Na téchto slabé samodruznych piimkach lezi sobé odpovidajici kolinearni
body. Priseciky svazku s osou kolineace jsou body silné samodruzné - "tvoii" osu kolineace.

Ptimka jednoho pole, kterd odpovida nevlastni pfimce pole druhého se nazyva ubéznice.

Obr. 1.10 Obr.1.11

Stiedova kolineace je dana stiedem S, 00U 0 a parem kolinearnich boda A, A". (S C AA')
Sestrojte a) k bodu B bod B". K bodu C' bod C.

11




Délici pomér, dvojpomer

b) k nevlastnimu bodu jednoho pole odpovidajici bod.

¢) k ptimce odpovidajici primku.

7U°° 7U°° 7U°°
Obr. 1.12

Kolineace s nevlastni osou a nevlastnim stfedem je posunuti (translace) (obrazek 1.13).
Kolineace s nevlastni osou, vlastni sted je stejnolehlost (homotetie) (obrazek 1.14).
Kolineace s vlastni osou a nevlastnim stiedem je osova afinita. (Obrazek 1.15.)

Jestlize stfed lezi na ose, jde o elaci.

/ \
Y ~

N\ r’e
7/ \A/’/

C
§ ?\\‘!
r="
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~N
~ .
N 771>
o

T
B
N -
\ | N
\\ | // ~
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Obr. 1.13 Obr. 1.14

Obr. 1.15 Obr. 1.16
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Délici pomér, dvojpomer

Ootazky 1.

Vysvétlete pojmy pomér, dvojpomér. Vlastnosti dvojpoméru. Harmonicka ctvefina
bodu.

Uplny &tyiroh, &tyrstén. Vyznam a pouziti.
Projektivni a perspektivni utvary.

Kolineace, afinita. Vlastnosti a pouZiti.

13




Kuzelosecky

2. KUZELOSECKY

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete znat

® zakladni pojmy potfebné k definovani kuzelosecek
® definovat kuzelosecky

® fesit priklady kuzelosecek, které jsou dany obecnymi prvky

L.--.J Vyklad

Pojmy
Nevlastni prvky. Nevlastni bod, nevlastni pfimka

V euklidovské geometrii jsou definovany ptimky a roviny bez tzv. nevlastnich prvk.

Piiklad: dvé rovnobézné pfimky nemaji spole¢ny bod.

Obr. 2.1 Obr. 2.2

Na obrazku 2.1 je dana piimka p a mimo ni bod A. Jestlize z bodu A spustime kolmici na
piimku p dostaneme bod K. Bude-li se bod K pohybovat po piimce p, thel piimek k a p se
bude zmenSovat. V okamziku, kdy se uhel téchto ptimek bude rovnat nule, stane se bod K
nevlastnim bodem piimky p. Rikame (v euklidovské geometrii), ze pfimky p a k jsou
rovnob&zné.

Obdobn¢ je tomu u rovin (obr. 2.2). Dvé rovnobézné roviny maji spole¢nou jednu nevlastni
ptimku.

Lze definovat vlastnosti nevlastnich prvka:

- KaZzda vlastni pfimka obsahuje jediny nevlastni bod.

14




Kuzelosecky

- Kazda vlastni rovina obsahuje jedinou nevlastni ptimku.

- Nevlastni bod A” je incidentni s nevlastni pfimkou p” tehdy a jen tehdy, jestlize
existuje takova vlastni pfimka urCujici nevlastni bod A” , kterd je v roviné urcujici
nevlastni piimkou p” .

- Nevlastni rovina je incidentni se vSemi nevlastnimi body a pfimkami a pouze s nimi.

- Dva vlastni prvky jsou rovnobézné tehdy a jen tehdy, maji-li spoleény nevlastni prvek.

- Prostor, ktery obsahuje vedle vlastnich bodu, pifimek a rovin jesté nevlastni body,
pfimky a roviny se nazyva rozs§ireny euklidovsky prostor.

Dualita

V rozsireném euklidovském prostoru plati tzv. princip duality, ato

1) dualita v roving,
2) dualita v prostoru.

Plati: Jestlize v pravdivé véte, kterd obsahuje kromé pojmu bod, primka, rovina a incidence
logické a aritmetické pojmy, nahradime pojmy bod, pifimka a rovina v potfadi pojmy
rovina, ptfimka a bod, dostaneme opét pravdivou vétu. Tj. dualita v prostoru.

Pfi rovinné dualité nahrazujeme pojem bod pojmem primka a pojem primka pojmem bod.

Ptiklad: Dva rizné body urcuji jedinou ptimku.

Dualné. Dvé rizné primky (v roviné) urcuji jediny bod.

Priklad: Dva riizné body jsou incidentni a jedinou pfimkou.

Dualnég: Dvé rlizné roviny jsou incidentni s jedinou pfimkou.
Priklad: Tti rizné body urc€uji rovinu.

Duadlné: Tt rlizné (vzajemné nerovnobé€zné) roviny urcuji bod.

KuZelosecky

Definice: Bodova kuzelosecka je geometrické misto prisecikli sobé odpovidajicich ptimek,
které patii dvéma projektivnim svazklim jedné roviny. (2.1)
Dualné.

Piimkova kuzeloseCka je geometrické misto pfimek spojujici odpovidajici si body dvou
projektivnich bodovych tad v roving. (Podle rovinné duality.)

Pod pojmem piimkova kuzelosecka (i obecnd kiivka) si pfedstavujeme mnozinu tecen néjaké

kuzelosecky (kiivky).

15




Kuzelosecky

Protoze nas nezajimaji slozené¢ - degenerované - kuzeloseCky (pfimka, rovnobézky,

ruznobézky a bod) budeme ptedpokladdat, ze svazky jsou nesoumistné a projektivni

Obr. 2.3 Obr. 2.4

(neperspektivni). Resp. bodové fady jsou nesoumistné a neperspektivni.

Jsou dany dva nesoumistné projektivni svazky 1S(la, 1b, 1C) a 2S( 2a, 2b, 2C), potom
odpovidajici si pfimky 'a 2a, b2 alc?se protinaji v bodech A, B a C, které¢ spolecné se
stitedy svazkl 'S a %S lezi na kuzelosedce k. (Obr. 2.3,2.4) Jestlize projektivni svazky
1S( 1a, 1b, 1C) a 28( 2a, 2 b, 2C) protneme piimkou p (neprochazejici stredy Sa 2S), vytvoii tyto
svazky na pifimce p dvé soumistné projektivni fady 1S( A 'B, 1C) a 2s( ?A, °B, 2C).
(Obr. 2.4) Z projektivnich vlastnosti plyne, ze fady 1S(lA, ', 1C) a 2S( ’A, °B, 2C) maji
samodruzné body. Z toho plyne, Ze kuzelosecka ma s pfimkou maximalné dva spolecné body
- pruseciky. Stredy svazku 's a % patii k bodim kuzelosecky. Tyto body nejsou nijak
zvlastni vzhledem k ostatnim bodim kuzelosecky.

Lze odvodit vétu (Chalessovu):

Body bodové kuzelosecky se promitaji ze dvou riznych bodl této kuzelosecky jako
projektivni pfimkové svazky (2.2)
Duadlné

- Pfimky pfimkové kuZelosecky protinaji jeji dvé rizné ptimky ve dvou projektivnich fadach.
Déle 1ze ukazat:

- Kazdym bodem kuZelosec¢ky prochazi pravé jedna tecna kuzelosecky.

Duadlné

- Na kazdé¢ ptimce ptimkové kuzelosecky jezi praveé jeden dotykovy bod.

16




Kuzelosecky

Obr. 2.5 Obr. 2.6

Na obr. 2.5 je kuzelosecka tvotfena svazky 1S( 1b, 1C) a 2S( 2b, 2C,). Piimce °t patfici svazku ’s
odpovida ptimka 't svazku 's. Lze ukazat, Ze p¥imka 't je tecnou kuzelosecky.
Pojem vnitini resp. vnéjsi bod kuzelosecky:
- Vngj$im bodem kuZzelosecky je kazdy bod, z néhoz Ize vést dveé rtizné tecny.
Na obr. 2.6 jde o bod M.
- Jestlize bodem lze vést jednu tecnu bodové kuzelosecky, je dany bod pravé bodem
kuzelosecky. Na obr. 2.6 jde o bod T.
- Jestlize danym bodem nelze vést Zadnou redlnou te¢nu, jde o bod vnitini.
Na obrazku 2.6 jde o bod N.
Z dosavadniho plyne:
Kuzelosecka je dana péti prvky. Sesty prvek je vazany na pravé péti prvcich difve zadanych.
O vztahu této vazby hovoti véta Pascalova.
Nutna a postacujici podminka, aby Sest bodi 1, 2, 3, 4, 5, 6 z nichz zadné tfi nelezi na jedné
ptimce patfilo jedné kuZelosedce je, aby pruseciky spojnic | = {[12][45]}, Il = {[23][56]}
a lll ={[34][61]} lezely na piimce (Pascalov¢).
Duaélné
Nutna a postacujici podminka, aby Sest ptimek 1, 2, 3, 4, 5, 6, kde zadné tfi neprochazeji
jednim bodem, byly te¢nami jedné kuZzelosecky je, aby spojnice prasecikt [12] a [45], [23] a
[56], [34] a [61] prochazeli jednim (Brianchonovym) bodem. (Brianchonova véta)
Diikaz. (Obr. 2.7)
Predpokladejme, Ze body 1, 2, 3, 4,5 a 6 patii jedné kuzelosecce.

17




Kuzelosecky

At bod A ={[12],[56]} a bod B ={[23],[61]}. Body 1, 2, 4 a 6 promitneme z bodu 3 na
spojnici [16] a z bodu 5 na spojnici [12]. Dle (2.2) (véta Chalessova) musi byt dvojpoméry

Ctveric bodu stejné.

Obr. 2.7 Obr. 2.8
Tedy:
(1Blli6) = (12IA)
Z vlastnosti o perspektivité fad plyne, Ze spojnice odpovidajicich si perspektivnich boda
prochazeji jednim bodem - sttedem. V nasem piipadé je to pro spojnici boda [B2], [I11 1] a
[6A] bod II, ktery leZi na ptimce p =[I11,1].
Protoze [B2] =[23], [l I] =p, [6A] =[56], tak body | ={[12][[45]}, Il ={[23][56]},
Il ={[34][61]} leZi na jedné pFimce.
A naopak, jestlize mezi body 1, 2, 3,4,5 a 6 plati vztah uvedeny ve vété, spojnice
[A6], [B2],[I 1] prochézeji jednim bodem II, potom tedy (1BIII6) = (12IA).
Z toho tedy plyne, Ze uspotadand Ctverice piimek, kterymi se promitaji body 1, 2, 4, 6
z bodi 3 a 5, maji stejny dvojpomer, a tedy vSech 6 bodi 1, 2, 3, 4,5 a 6 lezi na jedné
kuZelosecce.
Doporucena animace: 2a Pascalova veta, 2b P ascalova — Brianchonova veta
Priklad pouziti uvedenych vét pro konstrukci kuZelosecek.
Priklad 1. KuZelosecka je dana péti body A, B, C, D, E. Zadné tfi nelezi na p¥imce.
Urcete a) dalsi bod kuzelosecky;

b) tecnu v libovolném bod¢€ z nich;
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Kuzelosecky

Na obrazku 2.9 je fesen dalsi bod kuzelosecky.

ReSeni: Bodem A vedeme libovolnou piimku a na které budeme uréovat dalii - esty bod
kuzelosecky. Ocislovani provedeme tak, ze ocekavany bod Cislo 6 bude na pravé zvolené
piimce a. Body A, B, C, D a E o¢islujeme 1, 4, 2, 5 a 3. Spojnici bodt [61] zname, umime
tedy najit Pascalovu piimku p i bez znalosti bodu 6.

Ur¢ime dvojice protéjSich stran Sestithelnika 123456 vepsaného do kuzelosecky.

a — hbovolna

Obr. 9

Jsou to [12][45] , [23][56], [34][61]. Bod I pfimky p je prisecik [12] w[45].
Bod Il primky p je [34] w[61],

kde [61] je pfimkaa .

Takze pL Iwlll . Bod Il L p wr23].

Vyslednybod FL6Law (5 1l].

Doporucena animace: 2¢ Konstrukce eliptického oblouku e(tA , tB, C)

Na obrazku 10 je tecna kuZelosecky v daném bod¢.

Obr. 10
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Kuzelosecky

Postup od predesiého se 1isi pouze jinym aplikovanim Pascalovy véty.

Do bodu, v némz hledame tecnu, polozime dva sousedni body ze Sesti bodt, které urcuji
Pascalovu pfimku. Tim jsme do jednoho realného bodu kuZzeloseCky polozili dva "rGzné"
body. Jejich spojnice je tedy te¢nou kuzelosecky v daném bodé.

ReSeni: Body A, B, C, D a E o¢islujeme A =1,2,B =5,C =3,D =6, E =4.

Pascalova piimka p je tedy uréena body | a Il. Bod Il uréime jako prusecik piimky p a
spojnice [45]. Spojnice [12] jde do bodu Il - je tedy te¢nou v bodé A.

Obrazek 2.11 je seznamem vrcholii Sestithelnika, ktery slouzi jako pomtcka pro
oznaceni prusecCikii protéjSich stran ¢i spojnic protéjSich vrcholl Sestitihelnika

vepsaného ¢i opsaného kuzelosecce.

Obr. 2.11
Doporucené animace: 2d Kuzelosecka dana péti body k(A, B, C, D, E)

2e Tecna paraboly 3 body a smer osy v bode A

2f Tecna paraboly 3 body a smer osy v koncovem bode C.

Z Shrnuti pojmu

Rozsiteny euklidovsky prostor — prostor rozsifeny o nevlastni prvky.
Princip duality.

Definice kuzelosecek a vlastnosti bodu a teCen kuzelosecek.

A 0 p e

Pascalova a Brianchonova véta.

? Otazky 2.

1. Projektivni definice kuZelosecek. Bodova, te¢nova.

2. Pascalova ptimka. Jeji vyznam a aplikace pfi feseni uloh kuzelosecek.
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Kuzelosecky

Q Ulohy k Fe$eni 2.

1. Kuzelosecka je dana péti body A, B, C, D a E. Vykreslete oblouk kuzelosecky od
bodu A do bodu B .
2. Kuzelosecka je dana péti body A, B, C, D a E. Dale je dana tsecka KL. Vykreslete

oblouk kuzelosecky, ktery prochazi bodem A a je omezen useCkou KL.
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Vlastnosti kuzelosecek

3. VLASTNOSTI KUZELOSECEK

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete znat

® vlastnosti kuzelosecek, které jsou potiebné pro feseni os kuzelosecek danych obecnymi
prvky,

® fesit priklady kuzelosecek, které jsou neteSitelné nebo velice obtize feSitelné jinymi
metodami

L.--.J Vyklad

3.1 Polarni vlastnosti kuzelosecek

Zvolime libovolny bod P, ktery nelezi na kuzelose¢ce k (obr. 3.1). Timto bodem sestrojime

libovolnou pfimku a tak, aby protinala kuZzelose¢ku v bodech 'na%A Na pfimce a sestrojime
bod P 2 , pro ktery bude platit
(PP?IA%A) = -1,
potom lze ukazat, ze plati véta:
Vsechny body P % lezi na jedné piimce p, kterou nazveme polarou bodu P vzhledem ke

kuzelosecce k. Bod P bude pélem piimky p vzhledem ke kuzelosecce k.
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Vlastnosti kuzelosecek

Konstrukce a dikaz véty.
1. Bodem P vedeme libovolnou piimku m, ktera protne kuzelose¢ku v bodech M a2m.
2.V téchto prusecicich 'Ma?m sestrojime te¢ny ta’t
3. Prisedik tecen 't a °t oznadime jako bod M.
4. Sestrojime diagonalni vrcholy X a 'Y ¢tyfrohu M 2Mm 1A %A,
Ttetim diagondlnim vrcholem ctyirohu je bod P.

5. Oznacime:

'M =1=2,°M =4 =5'A =3,°A =6.
Dle Pascalovy véty plati, ze body

M=ILL X=1laY =1 ....... lezi na ptimce p.
Z vlastnosti tplného ctyfrohu 'M2Mm 1A 2A plyne:
(‘M MPP™)=('A%APP?)=-1.

Ptimka p je uréena body M a P™ a neni

tedy zavisla na volbé piimky a.
Jde tedy o hledanou polaru p bodu P.

Jestlize ptimka p protina kuzelosecku k v
bodech 'P a P , potom lze ukazat, ze
tecny a4’ kuzelosecky v bodech

'pa’p prochazeji bodem P.

Lze dale ukézat:
Poléara bodu P prochézi spojnici dotykovych Obr. 3.2

bodu teCen vedenych ke kuzelosecce z bodu P.

Jestlize bod - pdl - lezi na kuZelosecce, potom polara tohoto bodu je te€na kuzelosecky s
bodem dotyku praveé v tomto bodé¢.

Jestlize bod Q lezi na polate p bodu P kuzelosecky k, potom polara g bodu Q prochazi bodem
P.

Na obrazku 3.2 je dan trojuhelnik PQR tak, Ze kazda strana tohoto trojuhelnika je polarou

protéjsiho vrcholu. Takovyto trojuhelnik se nazyva poldrnim trojithelnikem kuzelosecky k.
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Vlastnosti kuzelosecek

Klasifikaci kuzelosecek 1ze provadét z hlediska vztahu kuzelosecky a nevlastni piimky roviny.

KuZzelosecka pocet nevlastnich bod
elipsa 0
parabola 1 ... smé&r osy paraboly
hyperbola 2 ... sméry asymptot

Pol nevlastni pifimky je stfedem kuZzelosecky.

Prumér kuzelosecky - kazda ptimka prochazejici jejim stiedem.

SdruZené priméry kuzelosecky nazveme dvé€ strany polarniho trojuhelnika, kde tieti strana
tohoto trojihelnika je nevlastni pifimkou . (Obr. 3.3 )

Jinak: Te¢ny v koncovych bodech priméru jsou rovnobézné se sdruzenym priamérem.
Pravouhly par sdruzenych priméru tvoti osy kuzelosecky.

Existuji konstrukce os ze sdruzenych primérti. Ma vyznam pro konstrukei elipsy pomoci

kruhovych obloukt.

wA
2 /
AN a
A t T t A 7
- ¥/
/
1 ¥
T ~
5 < 0 a %771
ouA 1T’ \\\
k \*\
- \\
1,9 2
t \ T 2 \ N\
Obr. 3.3 Obr. 3.4

Pary sdruzenych primér kuzelosecek tvoii involuci. U elipsy jde o eliptickou, u paraboly -
parabolickou a hyperboly hyperbolickou involuci. U hyperboly tedy existuji samodruzné
prvky a tim jsou asymptoty hyperboly. (Obr. 3.4)

Doporucena animace: 2h Konstrukce os elipsy - Rytzova konstrukce.
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Vlastnosti kuzelosecek

3.2 Kvadratické soustavy bodii a primek

Kvadratickd soustava bodt je soustava projektivnich utvarti, kde nositelkou téchto ttvart je

kuzelosecka.

Na obrazku 3.5 jsou na nositelce - elipse - dvé projektivni fady lA, 1B, 1C, 2A, 2B, 2C,
..... , které vznikly promitnutim bodové fady na jedné nositelce a dvéma projektivnimi svazky
se stiedy 'M a®M lezicimi na kuzelosecce k . Priseciky X, Y piimky 0 s kuzeloseckou jsou
samodruznymi v projektivité na k. Na pfimce 0 se dale protinaji odpovidajici si paprsky.
Napt. ‘A%B*%a'B:2AM*'a2Mm:%a'c*'a%C....

Piimka 0 se nazyva osa projektivity.

Obr. 3.5
Priklad 1.

Na obréazku 3.6 jsou dany na piimce a dva pary bodl v hyperbolické involuci. Najdéte jejich

samodruzné body X a Y.
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Vlastnosti kuzelosecek

ReSeni:

1. Zvolime libovolnou kruznici K a na ni bod S.

2. Z bodu S promitneme body 1A, 2A, 1B, ’g na kruznici k do bodu loc, Zoc, 1[3, 2[3.

3.Body o, %o, 'B a *B tvoii &tyfroh. Polarni trojthelnik je tvofen body A, B a I.
Kde A =['a?p, %0 'B 1, B =% B, 'o. 'p] a 1 = [*a %0, 1B %B].

4. Body [[AB] = I. Pifimka I, ur¢ena body A, B protne kruznici k v bodech & a n.

5. Tyto body & an promitneme z bodu S na ptimku a do bodi X a 'Y, které jsou hledané

samodruzné body.

Priklad 2.
Parabola p je dana dvéma tec¢nami s body dotyku p( @A, bB ). Uréete ohnisko F paraboly.
a) 5-ty prvek - nevlastni pfimka roviny ... te¢na paraboly

b) Bod dotyku na této nevlastni tecn¢ ... smér osy paraboly

Obr. 3.7

Brianchonova véta:
Ozna¢ime: a =1 =2, b =3 = 4. Nevlastni te¢né pfid&lime &islo 5,6 ~.
Brianchoniiv bod P najdeme jako prusecik spojnic | a Il, kde

| =[12,45"], Il = [34, 671]. =P =(1*1l)
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Vlastnosti kuzelosecek

RP ... smér osy paraboly R ...prusecik teCen2a 3 =

Obr. 3.8

RP prochazi prisecikem tecen 5,6 *

Reseni: (Obr. 3.8)
RAPB ...rovnob&znik = M je stied Gisec¢ky AB =RM ... smér osy s ° paraboly
1. M .. sttedusecky AB (MA = MB)
2. A €AR'/MR a BeBR'/ MR
AR a BR' ...pravodice bodi 4" ,B’
3. F ... ohnisko — prusecik soumérnych ptimek k privodi¢im podle prislusnych tecen
FA ... soumérné dle te¢ny a k pruvodi¢i AR’
FB ... soumérné dle te¢ny b k privodié¢i BR’
4. Feol/lRM ... 0 ... osa paraboly
5. Konstrukce vrcholu V paraboly
Paty kolmic, které prochazeji ohniskem paraboly, lezi na vrcholové tecné paraboly.
Flla , F2lb = (12*0) =V ... vrchol paraboly (Ohniskové vlastnosti)
2. p ... parametr paraboly n ... normala paraboly
Subnormadala je rovna parametru. (Ohniskové vlastnosti)

Pro hyperbolu 1ze odvodit vlastnosti, které 1ze pro konstrukci hyperboly vyuzit.

Priklad 3.
Na obrazku 3.9 jsou pro hyperbolu dany asymptoty a jeden jeji bod - h ( A, o A', M).
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Vlastnosti kuzelosecek

Obr. 3.9

Sestrojte dalsi bod hyperboly.
1) Bodem M sestrojime libovolnou pfimku n. Tato piimka n je bud’ teCnou nebo protina
kuZelosec¢ku ve dvou bodech.

2) Aplikujeme Pascalovu vétu.

Oznadime: , A =1 =2, ,A' =5 =6, M =3. Hledanybod N = 4.

Pascalova pifimka p prochazi bodem | = [a, 0, A" ] .23.56..
a je rovnob¢zna s piimkou n. o Il =[34,61] .34, 6, 1.
Bod Il je tedy urcen: Il = [4 »5,12] 12.4 »5..

Doporucena animace: 2d Tecna paraboly 3 body a smer osy v bode A,
2e Tecna paraboly 3 body a smer osy v koncovem bode C, 2f Tecna paraboly 3 body a smer
osy v koncovem bode, 2g Tecna paraboly 3 body a smer osy v obecnem bode. 2h Konstrukce

os elipsy - Rytzova konstrukce.

3.3. Svazek, rada kuzelosecek

KuZzeloseCky jdouci ¢tyimi danymi body, z nichz zadné tfi nelezi na jedné piimce, tvofi
svazek kuZzelosecek. Pro feSeni piikladii kuzelose¢ek danych ¢tyfmi body a te€nou lze vyuzit
vlastnosti svazku kuzelosecek. Na obrazku 3.10 je svazek kuZelosecek, ktery je dan body K,
L, M a N a pfimka p. Je zde naznacena konstrukce dotykovych bodii T a 7" te¢ny p , ktera se

dvou kuzelosecek svazku praveé v bodech T a 7" dotyka.
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Vlastnosti kuzelosecek

Pro tesSeni prikladu konstrukce kuzelosecek, kromé¢ uvedenych kapitol projektivni geometrie,
je velmi vhodné vyuzivat vlastnosti tykajicich se svazku a fady kuzelosecek.

Desargova véta:

Krivka 2. stupné, jejiz body urcuji (vepsany) ctyrroh, protina primku (neprochdzejici Zadnym
Z téchto bodit) ve dvou bodech involuce, urcené na této primce jejimi priseciky s dvojicemi
protéjsich stran tohoto ctyrrohu.

Variantu Desargovy véty 1ze formulovat: KuzeloseCky svazku protinaji pfimku roviny svazku,

Obr. 3.11
kterd neprochazi Z&dnym vrcholem Ctyirohu, ve dvojicich involuce. Samodruzné body

involuce jsou dotykové body kuzelosecek svazku, které se dané tecny dotykayji.

Na obrazku 3.11 je kuZelosecce vepsan ctyiroh Py P2 ,P3 Py .

Obr. 312

Desargova véta o kuzeloseckach umoznuje sestrojit pruseciky P a Q ptimky p s kuzelose¢kou
jako samodruzné prvky involutornich fad S(A, B,.. ) a s'(4’, B’,...). Jestlize ptimka p je
te¢nou kuzelosecky, je dotykovy bod te¢ny samodruznym bodem involutornich fad s(A, B,..)

as(4,B..).
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Priklad 5. Sestrojte elipsu, kterd je dana ¢tyfmi body A, B, C, D a dotyka se tecny t.
Na obrazku 3.12 je naznaceno feseni tohoto ukolu. Hledame kuzelosecku, ktera prochazi body
A, B, C, D a dotyka se tecny t. Hledana kuZzelosecka tedy patii do svazku kuzelosecek, ktery je
dan prave body A, B, C, D. Tyto kuzelosecky svazku vytinaji na te¢n€ t dvojice involutornich
bodi, kde samodruzné body T; a T» jsou body dotyku pravé hledané kuzelosecky. Pokud tedy
existuji, uloha ma dvé teSeni. Hledané¢ samodruzné body jsou vtomto ptipad¢ nalezeny
pomoci dvojice involutornich bodt 7, 1’ a 2, 2’, které dostaneme jako priseciky protéjSich
stran Ctyrrohu A, B, C, D se zadanou te¢nou t. Body Ty a T, nalezneme pomoci
Llibovolnych®  kruznic k; a k; . Chordala téchto kruZnic protne te¢nu t v bodé O — stied
involuce.
Plati OI. Ol = 0T’?=0T,?=0T,”.
Doporucena animace: 3a Elipsa dana ctyrmi body A, B, C, D a tecnou t

3b Priklad na kolineaci k(K,L,M,p,q)

3¢ Kuzelosecka dana tiemi body a dvéma tecnami k( K, L, M, p, q ),

3d Priklad na kolineaci k(K,L,M,p,q).

3.4. Kolineace, prostor 3D, promitani, kuZelosecky
Priklad 6. Je dana ¢tyfboky jehlan (podstava ABCD lezi v roving a a vrchol V).

Protnéte jehlan rovinou d = (XYA"). Bod A' je vnitinim bodem hrany AV.

Na obrazku 3.10 jsou body B', C' a D' ziskany jako pruseciky hran b =BV, c=CVad =DV
jehlanu s rovinou d= (X,Y,A").

V ptipad¢, ze néktera "hrana" - na pi. u, kde V e u // d je prasec¢ik (u * d) = U bod, ktery

odpovida nevlastnimu bodu U' .

Obr. 3.13
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Provedeme konstrukci:
1.Ve o'llc VrcholemV sestrojime rovinu
o' rovnobézné s G.

2. (c*o) = u Prisecnice rovin G a .

3.Ve a'lla. Vrcholem V sestrojime rovinu

o ' rovnobézné s o .
4.V e vl a Vrcholem V sestrojime piimku v rovnobéznou sa.  (Napft.v// AB
....Pro¢?)
5.(v*a) = V' Prisecik pifimky v s rovinou c .
6.V' € V'/[ XY, XY = (o * o). Protoze roviny a @ o ' jsou rovnob&zné, jsou jejich
prisecnice s jinou rovinou ¢ rovnob&zné.
Lze ukazat, Ze plati vzdalenost bodu V od piimky V' je stejna jako vzdalenost piimky u od
pfimky XY.
Z konstrukce fezu A'B'C'D’ plyne, ze mezi Gtvary A,B,C,D a A',B',C',D' je kolinearni vztah,
kde sttedem kolineace je bod V; par kolinearnich bodu - zadanych - A a A"; osou kolineace XY.
Ptimky u a V'jsou ubéznice. Piimka u je Ub&éznici ¢arkovaného pole. Piimka V' je ubé&znici
necarkovaného pole.
Vzhledem ke konstrukci v 3D Ize pfi primétu (rovnob&zném) fici:
Stied - vrchol jehlanu (kuzele) resp. ploch jehlanovych - kuZelovych.
Osa kolineace - prisecnice rovin kolinearnich utvarg.

UbéZnice - priméty prisecnic rovin kolinedrnich utvarii s rovinami, které prochéazeji

Obr. 3.14



Vlastnosti kuzelosecek

vrcholem a jsou s rovinami kolinearnich atvart rovnobé&zné.

Na obrazku 3.14 je zobrazena kuzelova plocha fidici kuzeloseckou K lezici v roviné o a
vrcholem V. Sestrojte kolinearni kiivku k'. Kolineace je dana osou kolineace XY, sttedem V a
parem odpovidajicich bodi A a A".

Osa kolineace je tedy prasecénici rovin kiivek k a k'. Vrcholova rovina ATV protne osu XY v
bode I.

IA... stopa vrcholové roviny.

Bodem V sestrojime piimku v // A'l.

Prisecik U - bod ubéznice je stopnik piimkyv. U =Al *v.

Bodem U e u // XY. Body CD kiivky k jsou dotykové body tecen sestrojenych bodem U.
Kolinearni body C'D' budou praméry kuzelosecky K'.

Kuzelosecka k' je timto (z projektivniho hlediska) dana.

Na obrazku 3.15 a 3.16 je obdobnym zplsobem feSeno pfifazeni kuzelosecek (hyperbola,
parabola).

Kolineace je dana V - stfed kolineace; p - 0sa kolineace; p' - ub&znice. Z hlediska prostoru:

vrcholova rovina je dana vrcholem V a stopou p'; rovina fezu je dana stopou p.

ReSeni:
Bodiim M a N v kolineaci odpovidaji nevlastni body MZa N”. Tecny m' a n' v bodech

M"a N ' jsou kolinearni ptimky asymptotam hyperboly. Dalsi postup fesSeni je dan stejné jako

pii obecném k (Aa, Bb,C).
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Na obrazku 3.16 je dana kuzelova plocha a dva body A a B na kiivce k.

M’

V

mS
Obr. 3.15 Obr. 3.16

Ukol: spojte body A a B parabolickym obloukem, ktery se dotyka povrchové ptimky VT.

ReSeni:

Rovina fezu je dana stopou p = AB. Jestlize "fezem" ma byt parabola, potom rovnobézna

rovina vedena vrcholem musi byt te¢nou rovinou kuzelové plochy. Stopa této roviny p' -

ubéZnice - musi byt "podstave" teénou. Hledana kolinearni kfivka k' bude urcena teCnami

" a t?) které jsou kolinearni k te¢nam t Aath "podstavy" k.

Na obrazku 3.17 je ve volném rovnob&Zném promitani dana hranolova plocha fidicim
¢tyithelnikem ABCD smérem AA'. Dale je dana tusecka XY, ktera bude osou afinity.
(Priisecnice roviny fezu s rovinou fidici kfivky.) Afinita je tedy ddna osou XY a parem
afinnich bodi A a A'. Napiste proceduru na piifazeni boda A',B',C',.... k bodim AB,C, ...v

dané afinité.
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2

<— osa

A 'B I
X AA’ — smér
11 afinity
Obr. 3.17

Shrnuti pojmu

Polarni vlastnosti kuzelosecek.

Pol, polara kuZelosecky. SdruZené priméry

Kvadratické soustavy bodu a ptimek.

Svazek, fada kuzelosecek.

Kolineace, prostor 3D, promitani, kuzelosecky.
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? Kontrolni otazky 3.

—

. Vysvétlete pojem: pol a polara kuzelosecek.

. Vysvétlete pojem sdruzeny primeér kuzelosecky.

. Vztah sdruzenych priméra elipsy a jejich os. (Rytzova konstrukce.)

. Vysvétlete konstrukci os hyperboly zadané asymptotami a bodem.

. Vysvétlete konstrukci boda paraboly dané dvéma te¢nami s body dotyku.
. Vysvétlete postup feseni tecny kuzelosecky z daného bodu.

. Vysvétlete postup fesSeni tecny kuzelosecky danym smérem.

. Popiste postup feseni priseciku piimky a kuzelosecky dané péti (obecnymi) body.

O 0 N O W»n kWD

. Popiste postup feSeni priaseciku piimky a elipsy dané sdruzenymi primeéry s vyuzitim
afinity.

10. Popiste postup feSeni pruseciku piimky a paraboly dané dvéma te€nami s body dotyku.

a) projektivni feseni;

b) ohniskové vlastnosti.
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4. PROSTOR, AXIOMY, POJMY

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete znat

® pojmy a jejich vlastnost, které jsou nutné pro pochopeni feseni prostorovych tuloh

® definovat télesa a plochy

L.--.J Vyklad

Kapitola obsahuje pojmy a axiomy, kter¢ je tieba znat pii feSeni tiloh geometrie. Jde zde spise
0 ,,seznam® potiebnych vét a axiomui. VéEty jsou uvedeny bez dikazi. Tyto dikazy nejsou

ptiliS naro¢né a student je miize najit v ucebnicich pro stfedni a vysoké Skoly.

Axiomy, véty

Euklidova geometrie se opira o axiomy:

Axiom 1. Dva rizné body A,B urcuji pravé jedinou piimku p. (Obr. 4.1a.)

p /N
A LA [N 5T

Obr. 4.1
Axiém 2. Piimka p a bod A, ktery na ptimce p nelezi urcuji pravé jednu rovinu a. o = (A,p).

(Obr. 4.1b.)

Axiom 3. Lezi-li bod A na ptimce p a ptimka p leZi v rovin€ o, lezii bod A v roving o..
Aeparpea)= Aea (Obr.41c)

Poznamka. Casto je pouzivan pojem ,,incidence* pro vyjadfeni vlastnosti tohoto axiomu.

Axiom 4. Maji-li dvé rizné roviny o a 3 spole¢ny bod A, potom maji spolecnou prave jednu

ptimku p. (Obr. 4.1d.)
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Axiom 5. Ke kazdé ptimce p lze bodem A, ktery na ni nelezi, vést pravé jedinou pfimku g,

jez s danou ptimkou p lezi v roviné a nema s piimkou p spole¢ny bod. (Obr. 4.1¢.)

Zakladni véty o stereometrii.

V1. Maji-li dvé ptimky spole¢né dva rtizné body, pak jsou totozné.

V1. Maji-li dvé roviny spole¢nou pfimku a bod, ktery na této pfimce nelezi, pak jsou totozné.
V3. Maji-li ptfimka a rovina spole¢né dva rizné body, potom celé ptimka lezi v roving.

V4. Lezi-li dva riizné body v roving, potom v roving lezi také pfimka urcena témito body.

V5. Rovina je ur€ena tfemi riznymi body, které nelezi na jedné ptimce.

Pojem rovnobéZnosti

V6. Dv¢ piimky roviny jsou rovnobézné, jestlize nemaji spolecny bod.

Maji-li pravé jeden spoleény bod, jsou riznobézné. Nemaji-li spolecny bod a nejsou
pfimkami jedné roviny, pak jsou mimobézné.

V7. Danym bodem prochazi pravé jedna rovina rovnobézna s danou rovinou.

V8. Ptimka v prostoru je rovnobézna s rovinou, jestlize v dané rovin¢ existuje piimka, kterd
je s ni rovnob&zna.

V9. Dvé roviny v prostoru jsou rovnob&zné, jestlize v jedné z nich existuji dvé riznob&zky,
které jsou rovnobézné s druhou rovinou.

Uhel dvou rovin je thel jejich normal.

Uhel piimky a roviny je doplitkovy thel piimky a normaly roviny.
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Kolmost
Obrazky 4.3 jsou ilustrativni obrazky k pojmim kolmosti a rovnobéznosti pifimky a roviny a
dvou rovin

V10. Pfimka je kolma k roving, jestlize je kolma ke vSem piimkam roviny.
\A\& Py
X B
AL k/éﬁo o K
/i a'ly| Dp
ip S i & b B’
J,P o o Qé P o ¢ I

a) b) c)
Obr. 4.3

Kritérium kolmosti:

Ptimka je kolma k roving, jestlize je kolmé ke dvéma rtiznobézkam roviny.

V11. Dvé€ roviny jsou kolmé, jestlize jedna obsahuje alesponl jednu piimku, kterd je kolma k
druhé roving.

Vzdalenosti

Vzdalenost dvou utvart definujeme jako nejmensi vzdalenost dvou bodd, které nepatii do
jednoho utvaru.

V12. Vzdélenost dvou piimek - mimobéZek - je délka usecky, ktera je na mimobézky kolma a

je riznobézna s kazdou z nich. (Jde o nejkratsi pticku mimobéZzek - osu mimobézek.)

Elementarni plochy a télesa

Poloprostor - prostor, ktery je rozdélen rovinou na dvé ¢asti. D¢lici - hrani¢ni - rovina patii k
obéma poloprostorim. Body potom jsou rozdéleny na - hrani¢ni - lezi v hrani¢ni roving,
vnéjsi a vnitini. Které jsou vnitini a vnéjsi je nutno definovat bodem poloprostoru.

Trojhran - prinik tfi poloprostorti, kde hrani¢ni roviny maji prave jeden spolecny bod - vrchol
trojhranu. Trojhran definujeme Casto pomoci hran trojhranu.(Priseénice hrani¢nich rovin.)
Trojhran, jehoz hrany sviraji pravy uhel se nazyva pravouhly trojhran.

Cty¥'stén, mnohostén

Cty¥stén - konvexni ¢ast prostoru ohrani¢eného &tyfmi trojuhelniky.

Ctyfstén - prinik &tyf poloprostord. které nemaji spoleény bod.
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Mnohostén - prunik poloprostorti (>3), kdy zadné tfi nemaji spolecny bod.
Mnohostén konvexni - vypukly - lezi vZdy pravé v jednom poloprostoru kazdé hrani¢ni

roviny - stény.

Obr. 4.4
Jehlanova - kuZelova plocha, jehlanovy - kuZelovy - prostor, jehlan - kuZel.
M¢jme rovinu (plochu) a v ni obecny n-thelnik (uzavienou kiivku).

Mimo tuto rovinu méjme bod V. Plocha je potom tvotfena piimkami, které prochazeji bodem

V a kazdym bodem obecného n-thelnika. (Obr. 4.5 )

Obr. 4.5

Bod V se nazyva vrchol plochy; n-thelnik je Fidici kiivka plochy a rovina (plocha) n-
uhelnika je rovinou fidici kiivky jehlanové resp. kuzelové plochy.

Jestli-ze vrchol V je nevlastni bod - dostaneme hranolovou plochu, resp. prostor. (Obr. 4.6)
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Jehlan, kuZel, hranol resp. valec - prostor hraniceny ptislusnou plochou a tidici kiivkou.
k - fidici kiivka plochy

o - rovina (plocha) fidici kiivky

A',B', C', D', E', F',... body fidici kiivky plochy (podstava télesa)

Vrcholova rovina - rovina, ktera prochazi vrcholem (plochy, télesa).

Promitani. Zakladni vlastnosti a pojmy

Obr. 4.7

Stied promitani - oko, svételny zdroj. {O,S}

Promitaci piimka - spojnice stifedu promitani s promitacim objektem - bodem. {p,q}
Primeétna - plocha (rovina) na niz ziskame "obraz" promitaného objektu {p,n}

Primét (bodu) - prisecik promitaci pfimky s praimétnou. {A',B',...}

Promitaci rovina - rovina, které je ur¢ena sttedem promitani a pfimkou, kterou promitame.
Nevlastni bod - spole¢ny bod ("prisecik") rovnobéznych ptimek {M ,...}

Nevlastni pifimka - soubor nevlastnich bodi {p ,...}.

Nevlastni rovina - soubor nevlastnich ptimek.

Incidence se promitanim zachovava.
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Promitanim mohou pftejit vlastni prvky v nevlastni a naopak.
Prostor, v némz nedéldme rozdil mezi vlastnimi a nevlastnimi prvky nazyvame projektivnim
prostorem.
Promitani, kde stfed promitani je nevlastni bod se nazyva rovnobéZnym promitanim.
Dalsi vlastnosti pro rovnobézné promitani. (Neplati pro stfedové promitani.)
Primétem nevlastnich bodu jsou opét nevlastni body.
Rovnobéznost piimek se zachovava.
Primétem dvou rovnobéznych piimek jsou opét rovnobézné piimky.
Rozdé€leni promitacich metod z hlediska technické praxe.
a) Rovnobézné promitani - promitaci paprsky jsou rovnobézné a s promitaci rovinou sviraji
Sikmy uhel. Volné rovnobé&zné promitani, (technické) kosothlé promitani. (Obr. 4.8 b)
b) Rovnobézné promitani - promitaci paprsky jsou rovnobézné a s promitaci rovinou sviraji
pravy uhel. Ortogonalni - pravotihla - axonometrie.
b) Stiedové promitani - promitaci paprsky prochazeji jednim bodem - stiedem - okem.

Perspektivni promitani (jedno, dvou resp. tftiubéznikové). (Obr. 4.8 ¢)

\TF s \ \ ﬂ\\

\{

N

@

A\

T~

a) b) c) d)
Obr. 4.8
¢) Stereometrické promitani - dvojstfedové promitani. Jde o promitani ze dvou riznych bodu
(o€i) na jednu resp. dvé primétny. (Obr. 4.8d)

Pojmy (zdkladni) ve stereometrii.
Hlavni pfimka roviny - pfimka roviny rovnob&zna s primétnou.
Spadova primka roviny - pfimka roviny kolma na hlavni pfimku roviny.
Normala roviny - pfimka kolmé na hlavni a spddovou pfimku roviny.
Stopa roviny - prase¢nice roviny s pramétnou.
Promitaci rovina - rovina rovnobézna s promitacim paprskem nebo prochazejici sttedem
promitani.
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Prumétna - rovina (plocha) do niz promitame. (Hlavni, pomocné primétny.)

Nakresna - rovina (plocha) na niz kreslime praméty.

Prumét - mnozina priumétt bodt do primétny - pruseciki paprskii s nakresnou.

Véta o pravouhlém prumétu kolmych piimek.

Dv¢ ptimky, které jsou na sebe kolmé se promitaji jako kolmice, jestlize alespon jedna je
rovnobéznd s primétnou a druhd neni rovnobéznd s promitacim paprskem.

Ulohy v prostoru Ize rozdélit na ulohy - polohy a metrické.

Obr. 4.9 Obr. 4.10

Poloha: incidence, priseciky piimky, rovin.

Metrika: velikost Ghlu, vzdalenost, délka usecek, oblouku, kiivek.

Reseni prostorovych ukoltl v poéitadové grafice je fe$eno bez ohledu na zobrazovani.

Resime tedy prostorové feSeni a potom rozhodneme jakym zptisobem - a zda-li viibec -

feSeni zobrazime.

Ulohy polohy.

Priklad. Rovina a je dana body A,B,C. Urcete prusecik ptimky PR s touto rovinou o.

Pfimka je urcena : X = P + u.(R - P) - vektorova rovnice ptimky

Rovina: X=A +Vv.(B - A) +1.(C - A) - vektorova rovnice roviny

Vektorovou rovnici, kterd urci prasecik ptimky (asecky PR) s rovinou o je déna:
P+u(R-P)=A+v.(B-A)+t(C-A)

Tato rovnice vede na soustavu tfi rovnic o neznamych u, va t.

Proved’te pro P(2;1;2), R(3;1;3), A(1;2;2), B(2;2;1); C(3;5;3).

ReSeni: Q(1;1;1).
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Geometrické konstrukce v 3D

Na obrazku 4.11 je zobrazena rovina o a bod M této roviny.

Ukolem je v bodé M této roviny vzty¢it kolmici k na rovinu a.

Kolmice k bude kolma ke dvéma piimkam roviny a. A to k pfimce h - hlavni ptimka roviny a
a k pfimce S - spadové ptimky roviny a.

Na obrazku 4.11 je znazornén postup feseni tradi¢ni konstruktivni geometrie. To je
prolozenim promitaci roviny 0 a jejim sklopenim do primétny. Pfi pouziti pocCitacové grafiky

kolmici k roviné l1ze uréit bodem a smérem.

Obr. 4.11

Smérovy vektor dostaneme jako vektorovy soucin vektort dvou (libovolnych) riznobéznych

ptimek roviny.
Opakovani: Skalarni soucin vektord a (a;,a2,as3)a b (b; b, ,b3) je skalar:

a.b=al .|b| .cosa

v soufadnicich ab=a;.by +a b+ az.b;.
Vektorovy soucin vektora a (a;,az,as3) a b (by,b,,bs) je vektor w (wy ,wp w3 ):

wi= aybs - azh

woow, W, w, =a,b; —asb,
W =a*h = a, a, a, v soufadnicich w, =a,b, —a,b,
b, b, b, w; =a,b, —a,b,
Smiseny soucin tii vektort _a (aj, az, as),b( b1, by, b3) a c(ci, Cy, C3) je skalar:
a, a, a,
[a,b,c] =a.(b*c) =1|b b, b
€ 6 G
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Komplanarnost vektor - smiSeny soucin je roven nule. Velikost rovnobéznosténu, jehoz tii
hrany vychdzejici z jednoho vrcholu jsou urceny prave témito tremi vektory.
Otaceni roviny v obecné poloze do soufadnicové roviny napf. 7.

Priklad 1.: Sestrojte kruznici K,ktera lezi v roviné a, prochazi body A, B a dotyka se pfimky t.

ResSeni:
Na obrazku 4.12 je feSeni znazornéno.
Predpokladejme, Ze rovina o neni rovnobézna s primétnou m. Kruznice se tedy bude promitat

jako elipsa.

Konstrukce uvedend na obrdzku 4.12 je takové feSeni, kde je rovina o otocena okolo osy p
(prasecnice rovin . a m) do primétny 7.
l.a= (A B);H = (a*t). Bod H oto¢ime do pramétny 7. Ziskame bod H'.
Afinni vztah mezi primétem kruznice K a kruznici k' je dan:
osa afinity je pfimka p; smér afinity je dan vektorem spojnice HH'.
2. K bodim A,B,... primétiim bodu v roviné o najdeme afinni body A',B',...
a) sestrojime AA'//HH', BB'//HH', ... cyklus pro vSechny body ....
b)(HA* p) =1, (H'I*AA") =A" ...cyklus pro v§echny body ....
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Obr. 4.13

K afinnim utvarim provedeme pozadované konstrukce - kruznici, kterd prochdzi body A', B'
a dotyka se tecny t'.

3. Ziskané body S', T', ....jsou afinni body prumétu kiivky k.

Pro primét ziskdme vyznaéné body (stfed, a pod.) nebo jiné urcujici prvky pro vykresleni
ktivky. Afinitu Ize volit i jinym, neZ pravé popsanym zpusobem.

Toto ,.tradi€ni* feSeni je v grafickych systémech nahrazeno transformaci soufadnicového
systému tak, ze soufadnicova rovina ©" transformovaného systému je ztotozné€na s obecnou
rovinou o.. Konstrukce je provedena v transformované roviné " a transformovana ,,zpét“ do

puvodni souradnicové soustavy.

Priklad 2. Je dana kulova plocha x stfedem S a polomérem r. Sestrojte fezy této plochy
primérovymi rovinami rovnob&znymi se soufadnicovymi rovinami.

Na obrazku 4.13 je zobrazena kulova plocha k pomoci ezl rovinami X =Xs, Y= Vs, Z = Zs.
Jde o kruhové fezy, které se promitaji jako elipsy. ( Rez rovinou y =ys se promita jako
kruznice.) Pro eliptické praméty jsou pruméry A'B', C'D' a C'D', E'F' sdruzené.

Pro konstrukci obrysové kiivky miizeme vyuzit véty Quetelet-Dandelinovy.

Véta zni: Rotacni kuzelova plocha je protata rovinou, kterd neni vrcholova ani neni kolma k
ose plochy a kterd svira s rovinou fidici kruznice plochy mensi uhel nez povrchové piimky
plochy, v elipse. Ohniska elipsy jsou dotykové body kulovych ploch, které jsou kuzelové

ploSe vepsany a roviny fezu se dotykaji.
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A
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A EZE'F B
Obr. 4.14 Obr. 4.15

Vyuziti této véty je znazornéno na obrazku 4.14 pro priméty kulové plochy v stiedovém
promitani resp. stfedovém osvétleni. Na obr. 4.15 jde o rovnobézné promitani resp.

rovnobézné osvétleni.

? Otazky 4.

1. Euklidovsky prostor. Metrika, praméty uhli, kolmost.

2. 3D objekty. T¢lesa, plochy, prostor.

Q Ulohy k ¥eSeni 4.

=

Plochy a télesa zobrazujte jako draténé modely v TKP.

1. Zobrazte nejmensi kulovou plochu, ktera se dotykd dvou mimobézek.
Dano: a = (A,B), b = (C,D).

2. Zobrazte pravidelny Ctytstén, ktery je dan jednim vrcholem a rovinou podstavy v niz dany
vrchol neleZi. Jedna hrana podstavy je rovnobéZzna se stranou AB.

Dano: Rovina oo = (A,B,C). Vrchol V.

3. Zobrazte pravidelny osmistén, ktery je dan vrcholem A a nositelkou p uhlopficky, ktera
vrcholem A neprochazi. Dano p = (P,Q), A.

4. Zobrazte rovnob&znostén, jehoz hrany lezi na tfech mimobézkach a,b,c.

Déno: a=(AB), b=(CD), c=(EF).
5. Zobrazte nejmensi krychli, ktera je dana nositelkou télesové thlopticky a jejiz jeden vrchol

lezi na pfimce p. Dano: Ghlopficka lezi na u = (A,B), pfimka p = (P,Q).
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5. KRIVKY

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete znat

e vlastnosti kiivek a jejich zadavani
® definovat kiivky v rovin€ i prostoru
® uvest priklady z praxe

L.--.J Vyklad

5.1. Krivky. Parametricka a vektorova rovnice krivky

Definice regularni kiivky v trojrozmérném FEuklidovském prostoru Ez v némz je déana
kartézska soustava soutadnic.
M¢jme tfi funkce

X1 =X (1), X2=%X2 (1), X3=X3(t), (5.1)
které spliuji pfedpoklady:
a) Funkce (5.1) jsou redlné funkce redlné proménné t definované na spole¢ném otevieném
intervalu J.
b) Ve vSech bodech intervalu J jsou v§echny funkce (5.1) spojité alespont prvnimi derivacemi.

¢) Ve vSech bodech intervalu J plati

2 2 2
(%) + (dﬁj + (%) # 0. (5.2)
dt dt dt

d) Dvéma riznym bodtm t3, t, z intervalu J pfitazuji funkce (5.2) v prostoru E3 dva rizné
body

[X2 (tr), X2 (), X3 ()], [Xa(t2), X2 (t2), X3 (t2)] -
Jestlize jsou splnény vyse uvedené predpoklady, potom mnozina v§ech bodl P(t) € Es, jejichz
soufadnice X; (t ), X2 (t ), X3 (t) jsou dany rovnicemi (5.1), nazyvame regularni kiivkou
(kiivkou).
Rovnice (5.1) nazyvame parametrickymi rovnicemi této kiivky.

Kazdy bod této kiivky je dan jednozna¢né parametrem t z intervalu J.
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Piifadime kazdému takovému bodu tzv. privedi¢ p(t). Je tim dan vektor, ktery je poc¢atkem
umistén v pocatku soufadnic a koncovy bod privodice je praveé v bode P(t).
Pravodi¢ p(t) ma stejné soufadnice jako jeho koncovy bod P(t), ktery neni ve zkoumané
ktivce pevny.
Me¢éni se na hodnotach parametru t v intervalu J. Pravodic p je vektorovou funkci parametru t.
Tuto vektorovou funkci miizeme zapsat ve tvaru
P = (X1 (t) X2 (t) Xs (1) (5.3)
stru¢né
p = p®. (5.4)
Rovnici (5.4) nazyvame vektorovou rovnici dané kiivky.
Tuto rovnici lze upravit do tvaru:
p = X1 ().(1,0,0) + xz ().(0,1,0) + x3 (t).(0,0,1).
Ve vektorovém oznaceni:

p =X (t).e1 + X2 (t).2 + x3 (t).€3.

Priklad 1. Mé&me parametrické rovnice

X1 =r.cost, x=rsint, Xz=c.t,
kdet € (-0, +o0 ) a r, € jsou dané nenulové konstanty.
Pro r > 0 jde o Sroubovici.

Lze vyjadiit také p =(r.cost, r.sint, c.t) resp. p=r.cost.e; +r.sinte, +c.tes.
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Priklad 2. M¢jme parametrické rovnice

x1=t, %=t} x3=0,
kde t € (-0, +o ), je popsana pfimka v rovin¢ x = 0.
Pro parametr t = 0 neni splnéna podminka (5.2). To znamenad, ze kiivka neni regularni kiivkou
podle uvedené definice. Body, pro které podminka (5.2) je splnéna nazveme regularni body
ktivky. Ostatni body kiivky, nazveme singularnimi body kiivky. Kiivka, kterd obsahuje
singularni body neni kfivkou regularni, ale pouze krivkou. Na obrazku 5.2 je zobrazen
ptiklad kiivky, kterd "prochazi" singularnim bodem P vicekrat. Tedy pro vice hodnot
parametru t je splnéna podminka (5.2).

Bod P potom nazyvame vicendsobnym bodem kiivky.

Obr. 5.2

5.2. Explicitni a implicitni rovnice krivky

Vyjdeme z parametrického vyjadieni kiivky. Pfedpokladejme, Ze mame dvé funkce
x3=f(x1), X =g(x), (5.5)
které jsou definovany na spolecném otevieném intervalu J a jsou spojité 1 se svymi prvnimi
derivacemi. Potom mnoZinu vSech bodi, které lezi v prostoru E; a které miiZzeme napsat ve
tvaru [x1,f(x1),0(X1)], nazyvame reguldrni kiivkou definovanou explicitné. Rovnice (5.5) jsou
tzv. explicitni rovnice kiivky.
Zavedeme-li parametr t pro proménou X, dostaneme:
xu=t  xe=1(t), xs=9(v), (5.6)
tedy parametrické vyjadreni téze kiivky prot € (-0 , +o0 ) a ze rovnice (5.6) spliuji

podminky a), b), ¢) a d).
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Jestlize kiivku nelze vzdy vyjadfit explicitné (na pi. kruznice), 1ze ukazat, ze toto explicitni
vyjadieni 1ze provést v dostate¢né malém okoli kteréhokoliv bodu regularni kiivky.
Implicitni vyjadieni kiivky zavedeme pomoci této definice:
M¢jme dény dvé funkce
w =h(X1 X2 ,X3 ), @ W=0(X1 ,X2 ,X3),

které jsou definovany v néjaké spole¢né trojrozmérné oblasti QQ € E3 a které jsou zde spojité i
se vSemi prvnimi parcidlnimi derivacemi. Necht mnozina boda [X; X2 X3 ], které jsou v
oblasti Q ureny rovnicemi

h(x1, X2, X3) =0 @ g(X1, X2, X3) = 0 (5.7)

je neprazdna a v kazdém bod¢ této mnoziny necht’ ma matice hodnost rovnou dvéma.

(5.8)
S 4 &
XK XK, K
Mnozina, kterd spliiuje tyto |03 & &|| pozadavky nazyvame reguldrni kiivkou
definovanou implicitne. Ko K K
Rovnice (5.7) jsou implicitni rovnice této kiivky.
Kftivka takto definovana je vlastné pranikem ploch, které jsou dany rovnicemi (5.7).
Na obrazku 5.3 je dana prostorova kiivka jako "prinik" kulové plochy x danou rovnici
k= X +y*+72-R* =0 (5.8)
a valcové plochy ¢ dané rovnici ¢ =x*+y?*-r? =0. (5.9)

Obr. 5.3

Vysledna kiivka takového priiniku se rozpadne na dvé kruznice, které vlastng lezi v rovinach

o a o' orovnicich

o =z=+4R*-r?> a o =z=-+4R*-r?.




Kiivky

Kiivku, kterd je dana implicitné nelze vzdy vyjadiit explicitn€. Lze vSak ukazat, Ze pro
dostate¢né malé okoli kiivky lze provést upravu a vyjadrit kiivku explicitnég.

Na obrazku 5.4 je zobrazen prinik kulové a rotac¢ni valcové plochy, kdy osa valcové plochy
prochazi sttedem kulové plochy a primér valcové plochy je roven poloméru plochy kulové.

Priinikova kiivka téchto ploch se nazyva Vivianiho kiivka.

Obr. 5.4

Priklad 3. Vektorovou rovnici
p=(a.cost, b.sint,0),
kdet € <0,2n), a>0,b>0
je vyjadfena elipsa. Rozepsanim do parametrickych rovnic dostaneme:
X=a.cost, y=b.sint, z=0.

Po upravé (Vylouc¢ime parametr t: jednu rovnici vydélime a resp. b, ob& rovnice umocnime 2

2 2
y X e, . s
a secteme) dostaneme — + g—z -1=0, cozZjsouimplicitni rovnice dané kiivky.
a

Vypocteme-li z prvé rovnice proménnou Yy, dostaneme explicitni rovnice elipsy:

— 2 b2 2 - —_ 2 b2 2 —
y=,/b —g.x : z=0 resp. y=-,/b _¥'X , z=0.

Tyto rovnice vyjadiuji tu ¢ast elipsy pro niz plati: y > 0 resp. y < 0.

Priklad 4. Mé&jme parametrické rovnice (Viz. pt.1)
X=r.cost, y=rsint, z=c.t,

kde t € (-0, +)a r, ¢ jsou dané nenulové konstanty. Jde o Sroubovici.
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Z posledni rovnice vypocteme t jako funkci proménné z.

z
Dostaneme t=—
C

; , . z . Z
Po dosazeni do prvnich dvou rovnic dostaneme X= r.cos—, Y= r.sin—,
c C
coz jsou explicitni rovnice Sroubovice. Jednoduchou tpravou dostaneme implicitni rovnice.

z . Z
X-r.cos— =0, y-rsin— =0.
c c

5.3 Transformace parametru kiivky

Pro vlastni vypocet bodi kiivky zadané vektorovou rovnici byva nékdy vhodné pouzit
transformaci parametru kiivky. Pfejdeme tak k jiné vektorové rovnici, kterd ovSem vyjadiuje
tutéz kiivku. Tento pfechod se nazyva regularni transformace parametru. Pro tuto operaci
musi platit:

Zavedeme-li funkci t=t(t), (5.9)
ktera je definovana na otevieném intervalu J, kde je spojita i se svou prvni derivaci. Jestlize
v kazdém bod¢ této funkce (5.9) plati:

dt .
? # 0, potom funkci (5.9) nazyvame pripustnou funkci. Na obrazku 5.5 je zobrazena
t

ptipustkova funkce realizujici jednoznacné pfifazeni intervalu J interval J, kde

kazdému bodu to € J odpovida pravé jeden bod t € J. Predpokladejme kiivku danou
parametrickou rovnici
p=pt), ted (5.10)

Zavedeme vektorovou rovnici

p=p[t(t)],te J  (5.11)

jejiz prava strana vznikla sloZzenim funkci (5.9) a (5.10).
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Obr. 5.5

Bodim teJ ate J,které jsou vazany rovnici (5.9) , ptifazuji vektorové rovnice (5.10) a
(5.11) tentyz vektor.
Z uvedeného tedy plyne:
Rovnice (5.10) a (5.11) jsou vektorové rovnice téze kiivky.
Takovéto operaci, kdy pfejdeme z jedné vektorové rovnice na jinou, kterd vyjadiuje tutéz
kiivku fikdme reguldrni transformace parametru na kiivce.
Priklad 5. Mé&me kiivku danou vektorovou rovnici
p=(2tsinVt,e!), pro te (1,2).
Zavedenim piipustkové funkce t=1t2, pro te (1,4)
provedeme na dané kiivce regularni transformaci parametru a vyjadiime danou kiivku:

-2

p:(Zf ,sinf,et ), pro fe(1,4).

5.4 Délka krivky

Oblouk regularni kfivky, ktera je ddna vektorovou rovnici

p= p(), proteld
budeme na intervalu J definovat funkci

o @@

to

dz)’
+|—| .dt, ted. (5.12)
dt
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Funkce s(t) je definovana na celém intervalu J a nazyva se obloukem ki¥ivky. Oblouk kiivky
zacind v bod¢ P(t), ktery odpovida parametru t a kon¢i v bod¢ P(t) odpovidajicimu
parametru t. Délka kiivky v diferencidlnim a integralnim poctu je definovana jako absolutni
hodnota funkce oblouku |[s(t)|.

Po zavedeni oznadenti:

. _ dx . _dy . _dz . _dp
= =2 = — | resp. = =, 5.13
R R R R R (5-13)
muzeme psat
s) = [V€ 2+ €+ € dt (5.14)
st) = [Vp.pat (5.15)

0

Dale oznacime s (t) derivaci funkce s(t). Z rovnic (5.14) a (5.15) plyne

50 =€+ €2+ € =\pi (5.16)
Z tohoto a (5.2) plyne, Ze pro vSechnat € J je s #0.

K funkci s = s(t), prot e Jlze sestrojit inverzni funkci
t=1(s) sel
Z (5.16) vypocteme, ze pro derivaci této inverzni funkce

50 [Crei € b

plati:

Jelikoz na celém intervalu J je ;(t) #0, ma i inverzni funkce t=1(S) v odpovidajicim
intervalu | derivaci riznou od nuly. MiiZeme proto pomoci této pfipustkové funkce provést
regularni transformaci parametru na kfivce, pro niz mame vektorovou rovnici
p = p[t(s)], kde s € I, (5.17)
resp. p = p(s), kde s € 1. (5.18)

V rovnicich (5.17) a (5.18) parametrem je oblouk. Parametr S tedy "méfi" na kiivce jeji délku.

Priklad 5. Na Sroubovici dané vektorovou rovnici zaved’te oblouk jako parametr.
Vektorova rovnice Sroubovice:
p=(rcost,rsint,ct) pro te (- ,+w).

Spocteme, Ze p=(-r.sint, r.cost, c),
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t t
s(t) = j}/p.p.dt = I\/rz.sm2t+r2.coszt+cz.dt
0 0

gili s=t.Nr’+c*, prote (-o,+0).

K funkci s(t) vypocteme inverzni funkci
S

Odtud plyne, ze hledana vektorova rovnice, ve které parametr S je obloukem, ma tvar

. C.S
,r.sin

s s
p = (r.cos— ,
Jr+¢? Jr2+c? Jr? +¢?

t= s € (-o0,0).

‘7 Kontrolni otazky 5.

1. Implicitni a explicitni zadani kiivek v roving, v prostoru.
2. Vektorova rovnice kiivek. Ptiklad pouziti.

3. Délka kiivky.
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Ktivky. Te¢na a oskula¢ni rovina

6. KRIVKY. TECNA A OSKULACNI ROVINA

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete znat

® vlastnosti tecen kiivek
® definovat a konstruovat tecny kiivky
® definovat kiivosti kiivek

LLIJ| Vyklad

6.1 Tecna krivky

Na obrazku 6.1 je znazornéna prostorova kiivka ke které je v bodé P(to) nakreslena te¢na.
M¢éjme kiivku k popsanou vektorovou rovnici

p=p(t),pro tel (6.1)

Na kiivce k zvolime dva rizné body P(tp ) a P(to + h). Pruvodice téchto bodt budou
oznaceny p(to) a p(to + h).
Piimka, ktera prochazi témito body P(to ) a P(tp +h) je seénou kiivky K. Tuto senu Ize ur€it

vlastné bodem P(tp )

a vektorem
P(to +h)-p(to) (6.2)
resp. kolinearnim vektorem P(t, + hf: P ) (6.3)

Jestlize h — 0, to znamena ze "pohyblivy" bod p(to+h) se ptiblizi k pevnému bodu p(to ).

Limitni pfipad této seCny nazveme te¢nou kiivky k a bod p(to) bodem dotyku tecny kiivky K.
56




Ktivky. Te¢na a oskula¢ni rovina

Lze ukazat, ze v kazdém regularnim bod¢ existuje pravé jedna tecna. Jestlize je kiivka
popsana rovnici (6.1), potom te¢na sestrojena v bodé P(tp ) je rovnobézna s vektorem p(tp) a
ma vektorovou rovnici

y =P() + A7),
kde A € (-o0, +0) @y je oznaceni pro pravodni vektor béZzného bodu uvazované teény.
Doporucena animace: 6a Tecna krivky
Z fyzikalniho hlediska byva parametr t vyjadfovan obloukem S. Je tim vyjadfovana rychlost.

Stanovime t te¢nu kiivky k v bodé¢ [X, Y, z | zadané implicitnimi rovnicemi

f(x,y,2)=0 a g(xy,z)=0. (6.4)
Kftivku k miizeme vyjadfit parametrickymi rovnicemi
x=x(t), y=y(t), z=z(t). (6.5)

V uvazovaném okoli musi platit tyto dv¢ identity:

f(x(t), y(t), z(t)) =0, g(x(t), y(t) z(t))=0.
Derivovanim dostaneme pro neznamé soufadnice

o dy &z
dt " dt ' dt
te¢ného vektoru kiivky k v bod¢ [Xo, Yo, Zo ] dv€ rovnice

ANk o dy of dz
ox dt oy dt oz dt

d (6.6)
@_X + @d_y + @% =0
ox dt oy dt oz dt
Algebraickym feSenim téchto rovnic (aZ na nasobek) je vztah
a o g K| | o o
d_Xﬂ%: & o _&E X oy (6.7)
dt ~dt dt |4 ) 4 A4 A '
oy o X O X oy

Casto je jedna z ploch uréujici kiivku rovinou. V tom p¥ipadé rovnice (6.4) maji tvar
f(x,y)=0, z=0.

Odtud potom rovnice (6.6) maji tvar:
of  dx N of dy _ dz

— —+— = = — =0

X dt oy dt

Zapis hledaného feSeni:
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dx . dy  dz _ & &

dt ~dt dt &y oy

Piiklad 1. Napiste rovnici teCny v bod¢ T[3; 4; 0] kiivky dané implicitné:

f=x’+y*+7°-25=0, g=x+y+z-7=0.
Vypocteme aplikaci (6.6) :

4 e (@

@ @ @

Soustava (6.6) ma tvar:

g X, gW =0
dt -~ dt

dx dy dz
—+ - 4+ —
dt dt dt

Resenim je vektor (8, -6, -2). Te&na v bodé T zapsana vektorovou rovnici je:

y=(3,4,0)+ A8, -6,-2), kde A e (-0, +0).

6.2 Oskulaé¢ni rovina krivky

Kazdd rovina, ktera prochdzi tecnou dané kiivky, se nazyva tecnou rovinou kiivky.
Dotykovym bodem je dotykovy bod kiivky, kterym jsme vedli te¢nu. (Te¢né roviny tvofi
svazek rovin.) Jedina te¢na rovina (z tohoto svazku rovin) se nazyva oskulacni rovina.

Na obr. 6.1 je zobrazena rovina z(h), ktera je uréena teénou t a spojnici bodii PP . Zmin&ny
svazek te¢nych rovin je tedy urcen te¢nou t. Jednotlivé te€né roviny jsou tedy dany te¢nou t a
pohyblivym bodem P na kfivce k. Jestlize bod P se pohybuje po kiivce tak, Ze se blizi k
bodu P(tp ), potom v limitnim p¥ipadé, kdy pohyblivy bod P splyne s bodem P se tato te¢na
rovina nazyva oskulacni rovinou kiivky K. Je mozno ukazat, ze kiivka, ktera neni pfimkou
nebo jeji ¢asti, ma pravé jednu oskulacni rovinu. V opacném piipadé ma kiivka nekonecné
mnoho "oskula¢nich" rovin a v tom pfipadé pojem oskulacni rovina nezavadime.

Oskula¢ni rovina 7(h) je urCena bodem P(tp ) a dvéma riznob&znymi vektory, které jsou s

touto rovinou rovnobézné
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p(to) a p(to +h) - p(to ) (6.8)
Zminéna rovina 7(h) je také rovnobé&zna s vektory

) p(t, +h)-p(t,) - hp(t,)
2

p (tO ) a ) (69)

které jsou linearni kombinaci vektort (6.8).
Budeme-li zkoumat, za jakych podminek existuje v daném bodé oskulaéni rovina. Ziejmé

musi platit
im p(to.., ) =p(t)

E?O 2p(t0 +h)_];;lgt0)_hp(t0):h'rn p(tO +h)_p(t0)zl'i(t0)

h—>0 h?

( podle L Hospitalova pravidla )

Odtud plyne tvrzeni: v kazdém bodé¢ kiivky k existuje oskula¢ni rovina a je rovnob&Zzna
s vektory p(to) ap(,) (6.10)

Nadale se budeme zabyvat pouze ptipady, kdy existuje pouze jedina oskula¢ni rovina.

Obr. 6.2

Na obrazku 6.2 je znazornéna kiivka k s te¢nou t a je zde dale znazornéna oskulaéni rovina t.
Jestlize v této oskula¢ni roviné sestrojime kolmici n na te¢nu t, potom tato kolmice n se
nazyva hlavni normalou kiivky k. Kolmice b vztycena v bod¢ dotyku na oskulacni rovinu t
se nazyva binormala. Rovina v uré¢ena hlavni normalou a binormalou b se nazyva normalova

rovina. Rovina p uréend tecnou t a binormalou b se nazyva rektifika¢ni rovinou kiivky

kv bodé po (o).
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Roviny T, v a p tvofi doprovodny trojhran kiivky k v bodé¢ P. Te¢na t, hlavni normala n a
binormala b tvofi hrany tohoto trojhranu.
Dale lze ukazat, ze pojem oskula¢ni roviny nezéavisi na tom, zdali parametrem kiivky byl
oblouk ¢i nikoliv.
Doporucena animace: 6b Oskulaéni rovina kiivky
Frenetovy vzorce. Prvni kfivost kiivky
Budeme predpokladat, ze kiivku kK mame danou vektorovou rovnici

p=p(@s), s el, (6.11)
kde parametr s je obloukem. Ozna¢ime p'(s) a p"(S) vektory rovnobézné s oskula¢ni rovinou
sestrojené v bod¢ P(s) kiivky k. Vektor p"(s) budeme nazyvat vektorem prvni krivosti kiivky
v bodé P(s). Velikost tohoto vektoru budeme oznacovat 'k(s) (struéné k) a nazyvat prvni
krivosti (flexi) kiivky v bodé P(S). Pro urceni velikosti vyjdeme z rovnice

p.p' =1,

ktera je splnéna pro vSechna s < |. Po derivaci obou stran rovnice podle parametru s

dostaneme

pr.p'+pt.pT=
tedy

2p'.p"=0.
Toto v8ak znamena, Zze v kazdém bodé P(s) kiivky k je vektor p*'(s) bud’ nenulovym

vektorem kolmym na te¢ny vektor p'(s), nebo nulovym vektorem. Pfedpokladejme prvni
moznost. To je p" #0 a p" L p'. Je zifejmé, Ze tomu tak mize byt pouze tehdy, jestlize

vektor p** je rovnobézny s hlavni normalou n kiivky k (Obr. 6.3).
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Pomoci rovnice

n= 2 (6.12)
Y
sestrojime jednotkovy vektor hlavni normdly n, kolinearni s vektorem p™*. Jelikoz |p**| = k,
muzeme psat
p"=kn. (6.13)

Obdobn¢ zavedeme pro jednotkovy tecny vektor p' oznaCeni t = p', midzeme rovnici
(6.13) vyjadrit
t'= 'kn (6.14)

Tento vzorec (6.14) nazyvame prvnim Frenetovym vzorcem.

Pomoci dvou jednotkovych vektorti t @ n definovanych v bodé P(S), sestrojime jednotkovy
vektor b, ktery je kolmy na oba vektory n a b. Tento vektor b ur¢ime rovnici b =t * n. Je
ziejmé (viz obr. 6.3), Ze vektor b je rovnobéZzny s binormalou v bod¢ P(S). Druha moznost,
kdy p" = 0, znamen4 Ze je také prvni kfivost 'k v daném bod& P(s) rovna nule. V tomto
ptipadé kazda te¢na rovina je rovinou oskula¢ni. A zkoumana kiivka v tomto bodé P(s) je
primkou nebo jeji ¢asti.

Vypocet prvni kiivosti provedeme na piikladu.

Priklad 2. Vypocitejte prvni kiivost v libovolném bodé Sroubovice, ktera je dana vektorovou
rovnici p =(r.cost, r.sint, c.t).

Vektorovou rovnici prepiSeme, tak aby parametrem byl oblouk.

p = {}",COS;, r.sin 5 5 3 ja
N2+t Jri+e? Art+e?
kde s & (-0,+c0).

Postupnym derivovanim dostaneme

—r.COS—F———

p" ! —r.sin —————, 0
2, 2 > : ’ :
2+ [ 2, 2 [ .2 2

Odtud a ze vzorce

k= [p" = Jp".p"

plyne, Ze
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Prvni kiivost Sroubovice je konstantni.
V nasledujicim se budeme zabyvat kiivkou, ktera bude vyjadiena obecné rovnici
p=p@), ted, (6.15)
kde parametr t je obecnym parametrem. Tuto rovnici (6.15) piepiSeme do tvaru
p=p[sit)], te J (6.16)

Prava strana rovnice (6.16) vznikla slozenim funkci p = p(s) a s = s(t).

Derivovanim obou stran rovnice (6.16) dostaneme dal$i rovnici

ds
p = p' —. 6.17
P=P (6.17)
Vynasobenim skaldrné levou i pravou stranu samo sebou odvodime vztah
ds)
Pp=|—| . 6.18
p-p ( dtj (6.18)

Uprava rovnice (6.17) pomoci (6.18) vede k nové rovnici
A
p' = —. (6.19)
VPP

Ob¢ strany této rovnice derivujeme podle parametru t. Po upravé dostaneme:

w_Os _ POD PO 2 = $D 0D > 0 65
P = - .3 ( ) - )
dt ("p /2 Q'p/
Po zavedeni tzv. Lagrangeovy identity dostavame konecny vysledek
e — 0B
(k= . (6.20)
op_

Jestlize je kiivka dana parametrickymi rovnicemi

x=x(), y=y(1), z=2(),
potom z (6.20) plyne, plati

2

+

Y P P VA 2
y ozl |x z

P
i
Xy
2, .2, .23
€C+2+:z _
V ptipadé¢, Ze kiivka lezi v rovin€ z = 0 a je ddna rovnicemi
X=X, y=yt), z=0,

rovnice (6.21) se zjednodussi a maji tvar

(0? =

(6.21)
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lk 2 _ ‘y_xyj 6.21
(K- = W : (6.21)
Ma-li rovinna kiivka specialni popis x =t, y=y(t), z=0,

lezi tato kiivka v roviné z =0 a je grafem funkce y =y(x). V tomto piipadé se rovnice

(6.21) se zjednodusi, a to do nasledujiciho vzorce

(*%k)? = @). (6.22)
G372

Druha krivost kiivky
Druhou kfivost %k v bodé P(s) kiivky k odvodime zkoumanim binormaly. Vyjdeme z rovnice
(obdobné jako u 1. kfivosti) s parametrem S a derivujeme ob¢ strany rovnice

b.b=1.

Dostaneme tak vztah
2b'.b=0,

z ¢ehoz plyne, Ze vektor b* je v kazdém bodé¢ kiivky k kolmy k vektoru b, nebo je nulovym
vektorem.
Vyjadiime tedy vektor b* jako linearni kombinaci vektori t a n takto:

b' = At- %n, (6.23)
kde A, -%k jsou neznamé konstanty v linearni kombinaci. Vynasobime skaldrng obé strany
rovnice vektorem t. Dostaneme tak

b'.t=A.
Ukéazeme, ze A =0.Zrovnice b.t=0 plyne dals$im derivovanim, Ze
b'.t+b.t'=0.

Odtud a ze vzorce t'= kn sisnadno ovéfime,ze b.t'=0,¢ilib'.t=0aA=0.

Rovnice (6.23) ma tedy tvar
b'=- k.n. (6.24)

Nazyva se tietim Frenetovym vzorcem. Umoziuje vyslovit definici:

Bud’ k regularni kiivka, popsana vektorovou rovnici (6.11). Potom Ccislo %k vypoctené pro
dany bod P(S) kiivky Kk z rovnice (6.24) nazyvame druhou kiivosti (torzi) kiivky v jejim bodé
P(s).

Vypocet a geometricka interpretace druhé kiivosti.
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Nejprve je nutno ukazat, ze pro druhou kiivost %k regularni kiivky dané vektorovou rovnici

(6.11) resp. (6.15) plati vzorce:

Pk = b, (6.25)

% =-b".n, (6.26)

2 = I)’:T;p— (6.27)
SN 55

KT E TS o

V rovnici (6.24) vynasobime skalarn¢€ levou 1 pravou stranu samo sebou a tak dostaneme
rovnici (6.25). Vynasobenim - skalarnim - rovnice (6.24) vektorem n, dostaneme rovnici
(6.26).
Diikaz:

Pro diikkaz vztahu (6.27) musime pouzit vztahti

Odtud a z (6.26) plyne, Ze )=P*P

Jednoduchou upravou dostaneme vztah (6.27)

K odvozeni vztahu (6.28) pouzijeme vztah (6.27), ktery upravime pomoci rovnic

2 2 3
p=p p” = p(ﬁj pdl 4 s 'p’(?) +Ap+Bp,
S

ds’ ds ds*

{AB ... funkce, které neni tfeba pocitat}

1 _¢p>
«>
..... — 6
Dostaneme tak vztah *k = "L’g ﬂj 6"
6
, ds 1 1 .
Odtud a z rovnic (a) = 5= P 3 Ize odvodit vztah (6.29)
ds P>
o
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Pro geometrickou interpretaci druhé kiivosti plati, Ze druha krivost je jakousi mirou pro
odchyleni ¢i vykrouceni z jeji oskulacni roviny do prostoru. Dale plati: Necht' popsana
regularni kiivka ma v kazdém bod¢ druhou kiivost rovnou nule, potom jde o kiivku

rovinnou. Je ziejmé, ze plati i véta opacnd. Kazda rovinna kiivka ma druhou kfivost nulovou.

Frenetovy vzorce.
M¢jme tii vektory u, v a w, které tvoti doprovodny trojhran (ortonormdalni reperér). Jsou tedy
navzajem kolmé a jednotkové.
Ptredpokladejme, ze pomoci vektorovych funkeci

u = u(t), v =v(t), w=w(t), teld
je v kazdém bodé P(t) kiivky k dané rovnicemi (6.11) definovan doprovodny trojhran.
V kazdém bodé P(t) miuzeme tedy vypocitat vektory u,v a wa vyjadfit je jako linearni

kombinaci vektord u, v a w.

Tuto kombinaci zapiSeme takto:
u =agutapVv+asw
V TayU+apVv+asw
(6.29)
W =azg U+tazpV+tasw
O doprovodném trojhranu plati véta:

Matice koeficientl v rozkladu (6.29) je antisymetricka, to je matice, kterd ma tvar

0 a, AR
—a, 0 Ayg
—Q;; Ay 0

Pro doprovodny trojhran v kazdém bodé¢ regularni kiivky dostaneme rovnice:

P = kn
n’=-‘kt + kb < Frenetovy vzorce.
b’ = - %n
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Ktivky. Te¢na a oskula¢ni rovina

? Kontrolni otazky 6.

1. Te¢na kiivky zadané obecnym parametrem, obloukem, implicitné.
2. Vysvétlete pojem oskulacni, normalova, rektifika¢ni rovina.

3. Vysvétlete pojem prvni resp. druhé kiivosti kiivky.

4. Dejte priklad aplikace uziti kiivosti kiivky.
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7. OSKULACNI KRUZNICE

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete znat

® rovnice kiivek definované délkou oblouku a kiivosti

® definovat doprovodny trojhran prostorovych kiivek

LLIJ| Vyklad

V pocitatové grafice jsou Casto rovinné i prostorové kiivky nahrazovany (po Castech)
useCkami nebo oblouky. A to oblouky kruhovymi nebo kuzeloseCkami (parabolou). Pro
parametry téchto ,,ndhradnich* kiivek je tfeba znét a) rovinu nahrazujici kiivky a b) polomér
kruhového oblouku. V této ¢asti jsou uvedeny prostiedky, jak potiebné parametry ziskat. Za

tim Gcelem je tfeba znat nékteré dalsi formy rovnic kiivek.

7.1 Kanonické rovnice kiivky

Vyjdeme z rovnice kiivky p = p(s) a z poznatku p* = t. Potom dal$im derivovanim pravodice p(s) podle s a za

pouziti Frenetovych vzorci ziskame p** = t' = *kn a déle potom

pulz lk2 ?_k_n(%j :—1k2t+ 1k'n + 1k2k b

Pro p(s) pouZijeme rozvoje v mocninou fadu v okoli bodu s = 0. To je v okoli py = p(0) tedy

- 1 1
p6/=po+pas+§ Py’ sz+g eSS+ (7.1)

Dosadime-liza Py, Py’y Pg’’ - - . pravé nalezené vyrazy a ztotoznime v bodé s = 0 zkoumanim kiivky

vektory t;, N, , b0 se soufadnicovymi vektory U, V, W dostaneme vyraz
=t Ly ngs?+ 2t et + k2 ko by
p€ = 0s+§ o NS +€s} o to + Koy + 7Kg kgby + ...

Po uspotadani dle t; , N, , b, dostaneme
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p(}to(s—é kg s3+...j+n0 (% 1l’cos2+é 'k; s3+...j+b0[% ke ky s3+...j

1k2 i ( 1k lk0’ j
4|

[ B N ) SO .

S_

41

[(k?k b, 2k0}+...

x€ = s —

J>|w

g,

1k0 2k0 SB

1

6

~ 1 1
yé€_= Elkosz H glko s* -

1

6

Rovnice (7.2) jsou tzv. kanonické rovnice kiivky v okoli jejiho bodu s = 0. Pfedpokladem je konvergence
uvedenych fad. Zname-li prvni a druhou kiivost jako dané funkce argumentu s, dale spojité funkce
K Gja % G\ jsou znamé, pak stanovenim pocate¢ni polohy doprovodného trojhranu t, b, n je kiivka
jednoznacné urcena. Z kanonického tvaru lze snadno poznat kolmé priméty kiivky do rovin priivodniho
trojhranu v okoli zkoumané kiivky. Dale je patrné piiblizeni nahrazované kiivky dle poctu uvazovanych ¢lent
rozvoje. Pouzijeme-li pouze prvniho ¢lenu kazdého rozvoje, je kiivka v okoli bodu nahrazena parabolou. Ve
druhém priblizeni jde o kubickou (prostorovou) parabolu a pod.

Pozndmka: Druha kiivost kiivek " definuje " pravo - levotocivost kiivek.

2 w2 N
k>0 ...pravoto¢iva, k<0 ...levotodiva.

7.2 Prirozené rovnice kiivky

Z ptedchazejiciho (7.2) plyne, Ze zname-li funkce
1 _ ~, 02, _ 2, g~
k="k€ a *k =k (7.3)
které jsou spojité a diferencovatelné do potiebnych fadu je, az na urceni polohy v prostoru, jednoznac¢né urcena
kiivka, ktera ma 'k za svoji prvni a %k za svoji druhou kfivost. Veli¢iny s, ’k a %k nazyvame p¥irozenymi
soufadnicemi a rovnice (7.3), tj. k =% 6: ak =% G\mezi 'k , % a s nazyvame ptirozenymi
rovnicemi kiivky. Pfirozené proto, Ze nezavisi na volbé souradné soustavy.
Obecna formulace (bez diikazu) tohoto problému :
Jsou dany dvé spojité funkce k = lk¢:> 0 a k=% G\, kde 'k m4 spojitou nejméng

druhou a %k ma spojitou nejméné prvni derivaci. Potom existuje jedina kfivka téchto vlastnosti :

1. ma s za oblouk a 'k a %k za prvni a druhou kfivost;

2. prochazi libovolnym, pfedem danym bodem s = 0;

3. ma v tomto bod¢ libovolné, predem dané jednotkové a vzajemné kolmé vektory

to, Ng, by za jednotkové vektory te¢ny, hlavni normaly a binormaly.
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Lze napsat ( opét bez dikazu ), Ze rovnice rovinné kfivky o prvni kiivosti 'k = *k(s), ( *%k = 0) je mozno vzdy

napsat ve tvaru :

X = jcos (jlkds + c:ds + a
y = J_rJ'sin (jlkds + c:ds + a, (74)
z=0

kde a; , @y, ¢ jsou libovolné realné konstanty.
Necht' X = X(s), ¥ = Y(S), z = 0, jsou rovnice hledané rovinné kiivky.

Potom je

a lze tedy polozit
X =c0s ¢(s), y = sin ¢9). (7.42)
Nasledkem toho lze psat:
r.r="%ntkn =1 =x7 4y =sin’p(s)[p” G)F + cos’p G)o” (9)]* = [0 ()]
= kE) = £9°(9)
kde

0(s) = + j (s) ds + c. (7.42)

Pozndmka: Znaménko + dava dvé kiivky soumérné dle osy X.

Dosazenim (7.42) do (7.41) a provedenim pfislu$né integrace dostaneme praveé rovnice (7.4).

Opatné pak lze ukézat, Ze pro kiivku (7.4) je skuten& 'k(s) prvni kiivosti. Timto je platnost uvedené véty se
vzorci (7.4) dokéazana.

Zvolme a; = a, = ¢ = 0 dostaneme z rovnic (7.4) rovnice
X = j cos(j Yds)ds, y= + j sin (j Y ds)ds, z=0. (7.43)

PouzZiti znamych vzorcu z trigonometrie pro cos (« + ) a sin (a + f) na prvé dvé rovnice vztahu (7.4) ndim

umoznuje tyto prepsat do tvaru

X =C0SC Icos (Ilk ds) ds - sin cfsin (Ilk ds)ds +a, ,

Y =CO0SC Isin (flk ds) ds +sin cjcos(flk ds)ds +a,

Piepiseme-li tyto rovnice dle (7.43), muzeme rovnice (7.4) vyjadtit ve tvaru

X=Xcosc-ysinc+a;, y=xsinc+ycosc+a, z=0.

Z t&chto rovnic je patrné, Ze viechny rovinné kiivky (z = 0 ) o stejné prvni kiivosti ‘k(s) v bod& s
dostaneme z nékteré z kiivek (7.43) otoCenim o thel ¢ a posunutim podél orientované GiseCky dané vektorem
a(as,ay).

Priklad 1.

Urcete parametrické rovnice kiivky, jejiz pfirozené rovnice jsou

69




Oskula¢ni kruznice

k=0,

-

kde r > 0 je dana realna konstanta.

Kitivka lezi v roviné z = 0, prochdzi bodem [ 0,0 ] a ma v tomto bod¢ te¢nu v kladné ose X.

Hledané rovnice této kiivky jsou x = X(5), y = y(s), [z(s) =0].
Potom lze ze vztahu t-t=x?+y?=1pst de 741
, ~ ) 4 . ~
X'€_= cosp€ _, Y€ _= sinp€ =
x"'(s) = -sin(s).9%(s) , ¥''(s) = - €0OS P(5).9*(s)

Dosadime (a vypocéteme) do vztahu pro prvni kiivost (viz (6.22))

(](7: €j-ij’
/ P >
¢+

1 .
Po dosazeni dostaneme 'K = F \/ ID'G:__Z : (sz(ﬂ + COSZ(” : = ‘ ¢,¢:‘

~ 1
a odtud po integraci p€ = I— ds + ¢
- r

bude tedy

(7.5)

~ 1 ~ (1
x€ = jcos(Fs+c)ds+a, yé = _[sm[;s+c)ds+b.

Po integraci

r r

x¢:: r-sin(i-s + cj + a, yejz —r-cos(i-s + cj +b. } (7.6)

Z téchto rovnic po eliminaci parametru S dostaneme

«-a’+¢-b>=r?

Coz je rovnice kruznice o stfedu S [a,b] a poloméru r. Zbyva tedy urcit integraéni konstanty tak, aby rovnice

vyhovovala zadanym podminkam.

Tec¢na, normala :

t, =1=x6€_= cos(%-s+c),

—_
I
o

I

, y'€ = sin(l-s+cj,

r

. 1
n=0=rx"€. = —sm(—-s+c),
r

- 1
n=1=ry’€ = -cos ( F-s + c).
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1
Zrovnicpro t, a t,aproncan, je —S + C = 0. Pro oblouk s z bodu [0,0], pro ktery je sy = 0,
r

dostaneme z posledni rovnice ¢ = 0. Z rovnic (7.6) dostaneme
x(0)=a, y0)=-r + b=0,ti.b=r.
Parametrické rovnice kiivky s pfirozenymi rovnicemi (7.5) pti danych pocate¢nich podminkach jsou
.S r
x€ = r-sin~ , y§ = r-( 1 - cos — )
4 —~
r S
V implicitnim tvaru je potom x> +y* —2ry = 0.
Priklad 2. Zobrazte kiivku, jeji prvni kiivost 'k je piimo umérma délce oblouku s. P¥irozené rovnice kiivky
S

a.2

(klotoidy) jsou 'k = —, %k=0 (aje realn¢).

Pfi vhodné volbé soustavy soutadnic 1ze kartézské souradnice bodil klotoidy vyjadtit tzv. Fresnelovymi integraly.

~ a "tcosge
xX€¢ _ = — do |,
2 14
~ a "tsing
ye/ = = d¢ ’
NG
a2
kde ¢ = —— je Ghel te¢ny kiivky v jejim bod¢ [x,y] se soutadnicovou poloosou +x.

S

Y

Obr.7.1

7.3 Styk krivek, oskula¢ni kruZnice

Necht’ jsou dany dvé kiivky k; k; o rovnicich

'p = "p(s) a *p = ps), (7.7)
vztazené k jednomu parametru S, ktery je obloukem na obou kiivkach, a maji spolecny bod (regularni na obou
kiivkach) s =0, tj. plati 'py = ?py , od kterého budeme pocitat parametr s na obou kiivkach. Na kazdé z téchto

kiivek uvazujeme bod, ktery pfislusi k téZze hodnoté parametru S a zkoumame vzajemnou polohu kifivek v
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dostate¢né malém okoli jejich spole¢ného bodu s = 0. Rikame, Ze kiivky 'p = 'p(s) a ?p = ?p(s) maji ve
spole¢ném bod& *po = po styk (dotyk) nejméné q-tého iddu. Neboli styk (dotyk) nejméné (q+1) bodovy, jestlize

jsou splnény rovnice

~

lim —=0 pro(p=0,1,2,..q9), (7.8)
s->0 gP

kde d(s) = 'p(s) - *p(s).
Lze vyslovit vétu : Nutna a postacujici podminka pro to, aby kiivky (7.8) mély ve spole¢ném bod¢ styk nejméné

g-tého fadu, tj. styk nejméné (q + 1) bodovy, je splnéni rovnic

Do ="Pos Po'="Py - PV =P (7.9)

za predpokladu existence pfislusného poctu derivaci.

z

2 ’\’p:’p(s)
i 'p(s)

- a(s)="p(s)-*p(s)
Po= Py
/ p="p(s)

- N

Oskulacni kruZnice
Budeme-li piedpokladat, 7e prvni kiivost 'k = 0 definujeme :
KruZnice, kterd prochazi bodem kiivky p = p(s), v némz ‘k =0 , a ma v tomto bod& styk nejméné druhého fadu
(trojbodovy dotyk), se nazyva oskulac¢ni kruZnice (kruZnice kiivosti) v daném bod¢. Stied této kruznice se
nazyva stiedem kiivosti a jeji polomér je polomérem kiivosti zkoumané kiivky v daném bodé.
Zde plati dvé véty.

1) Oskula¢ni kruznice v bod¢ ktivky lezi v oskulacni rovin€ kiivky v tomto bodg¢, a jeji polomér se rovna

s v « 1 71 : YA . o s
ptislusnému poloméru “r prvni kiivosti a jeji stfed S ma pravodic

s=p€_+Tn (7.10)

[ p(s) je privodi¢ bodu dané kiivky ], tj. lezi na hlavni normale kiivky v uvazovaném bodg¢.
2) Pravouhly pramét kiivky do jeji oskulacni roviny v uvazovaném bodé¢ je rovinnaé kiivka, kterd ma s danou

kiivkou ve zminéném bod¢ spole¢nou oskulacni kruznici.
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Oskula¢ni kruznice rovinné krivky

Vyjdeme z piedpokladu, Ze druh4 kiivost %k = 0. Dale budeme pouzivat pouze k na misto *k a r misto 'r pro
prvni kiivost. Necht’ je tedy kiivka dana rovnici p = p(s) vroviné z = 0. Pro smérové kosiny jednotkového
tecného vektoru t potom plati

X' = cosp, Yy =sinp, 7=0. (7.12)

Obr. 7.3 Obr. 7.4
Pro smérové kosiny normaly (mame na mysli hlavni normalu; pojem binormaly u rovinnych kiivek nezavadime)
plati :
rr 7[ H !’
rx'’ = cos ((p+ E) = —sing = -y’,
e H 7[ !
ry’’ = sin ((p - E) = Ccosp = X', (7.12)
rz'' =0.
Vyjdeme-li z Frenetovych vzorci t’ =kn
n’ = -kt

pro nas piipad rovinnych kfivek dostaneme vyrazy

X = _kya
(7.13)
y’ s — kX’

U téchto rovinnych kiivek misto privodniho trojhranu je pouZivano pojmu dvojhran tvoieného te¢nou a
normalou.

Na obrazku &islo 7.3 je zaveden pojem subtangenty s, a subnormadly s,. Pro konstrukci oskulaéni kruznice plati
nasledujici véty :

3) Kiivka y = y(x) ma v bodé [x,y], pro ktery plati =0 (tj. jsou vyloudeny inflexni body), oskulaéni

kruZnici, jejiZ polomér r a soufadnice Sy Sy stfedu jsou ddny vyrazy
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-2% .2 .2
L S0 i S L
7] ¥ B

(7.14)

4) Ktivka o rovnici F(X,y) = 0 ma ve svém bodé¢ [x,y] oskulaéni kruZnici, jejiz polomér (polomér kiivosti) r a

soufadnice Xs , Ys sttedu S jsou dany vyrazy

2 2 % 2 2 2 2
G:+F; Fx +Fy Fe +Fy
=—- 2= X =x-F —2, =y-Fy ——, 7.15
|J| S X J yS y y J ( )
kde
oF OF S °F S0 °F S °F
Kde Fy = —, F, = —, = —, Fyw=—— a Fy-= .
X SX y Sy T sx sy T sx 2 W™ osy?

Pfi aplikaci této véty predpokladame, ze dana kiivka nema v bodé [x,y] te¢nu rovnob&znou s osou y .

5) Kiivka o rovnici X = ¢(t), y = y(t) ma ve svém bod¢ [X(t), y(t)] oskulaéni kruznici, jejiz polomér (polomér

ktivosti) r a soufadnice Xg , Ys sttedu S jsou dany vyrazy.

; QZ_FWZ% _¢2+l//2 _¢¢2+W2

=T g K=Y Y=Y
|y ¢y | Py —pyr Py~ Gy
e @yi—Gy 70,
~
6) Vbods [xy] kiivky y = y(x), proktery plati 3% 3 — €+ 3* =0,
ma oskulacni kruznice s kiivkou styk fadu nejméné tietiho (Ctyfbodovy), tj. kruznice je kruZnici

hyperoskulaéni.

Piiklad 3. Proparabolu y* = 2px

_r_ P

v fopx
yz

ziskime ) =

& &

NI S P’ p  _ A2Zpx
y 2 px /2 px 2x4/2 px 4x?

Podle (7.14) dostaneme soufadnice Xs a Ys stiedu kruznic kiivosti v bodé P paraboly.

X, =p+3X a y, = ——.

Dosadime-li tyto rovnice pro soufadnice stfedu do rovnice dané paraboly k dostaneme rovnici evoluty K této

kiivky K.
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Evoluta k dané paraboly se nazyva semikubickd parabola (Neilova). Viz obrazek 7.5.

()

:_ 8

=
- 27p(( P

Kontrolni otazky 7.

1. Vysvétlete pojem piirozené rovnice kiivky.

2. Vysvétlete kanonické rovnice kiivky.

3. Vysvétlete pojem styk kiivek. Oskula¢ni kruznice.

Obr. 7.5
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8. KRIVKY. EVOLVENTY, EVOLUTY

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete znat

® technické kiivky pouzivané v technické praxi

® definovat a tvorit technické kiivky

LLI| Vyklad

V technické praxi se vyskytuji kiivky, které jsou naplni této kapitoly. Ve stavebnictvi se
vyuzivaji kiivky rovnob&ézné — ekvidistanty, ve strojirenstvi jsou vyuZivany kinematické

ktivky — kotalnice apod.

4

8.1 K¥ivky rovnobézné

Dvojice kiivek k a k, které maji spole¢né hlavni normaly n se nazyvaji parem rovnobéznych
krivek (Bertrandovy kiivky).
Pozn.: V grafickych systémech jsou pouzivany pfevazné rovinné a uZiva se nazvu
ekvidistantni kiivky.
Pro rovnobézné kiivky plati zékladni véta:
Je-li p(s) jedna kiivka paru, potom druha ma rovnici
P () = p(s) + an(s). (a = konstanta) (8.1)

Diikaz.
Jestlize kiivky p(s) a p (S) tvoii Bertranduv par, potom podle definice musi vektor p - p lezet
na hlavni normale v ptislusném bodu kiivky p(s). Existuje tedy takova funkce a(s), ze je

p -p=a(s)n, tj. p =p+a(s)n. (8.2)

Derivovanim dle s a pouzitim Frenetovych vzorcil ziskdme

(l—b = (1-ak)t + a’'n + a’kb
S
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Zde je tieba si uvédomit, Ze oblouky kiivek k a k odpovidajici stejnému parametru s nemusi

byt stejné. Tecny vektor b = ((jj_p vSak musi byt (dle pfedpokladu) kolmy na n, musi tedy (po
S

dp dp

vynasobeni vyrazu N skalarné vektorem n platit —-n = a’n-n = 0
S

Integraci dostaneme a = konstanta. Cbd.

Timto mizeme taktéz vyslovit vétu: Kiivky Bertrandova typu vytinaji na spolecnych hlavnich

Obr. 8.1 Obr. 8.2

normalach Gsecky stejné délky a.
Na obr. 8.1 jsou znazornény dvé kiivky k a k , které maji spole¢nou normalu n. Oznadime
tihel te¢ny t kiivky k s jednotkovym teénym vektorem f kiivky k v bodé se spole¢nou

normalou N=N znakem w. Vektor t lze vyjadrit

t=t-cos w+b-sin w. (8.3)
Derivaci tohoto vyrazu ziskame:
d_Ed_s ~ 5 B n-(%k-cosw — k-sinw) + t d-cosw ) d-sino
ds ds ds ds ds

(Vsechny veli¢iny kiivky k jsou oznadeny pruhem.)

Predpokladem rovnobéznosti kiivek je shoda hlavnich normal n a N, musi byt © =

— dp . :
konstantni. Vektory t a d_p jsou shodné orientovany,
S

atedy z tjj_p = (1-a%k )t + a’kb a(8.3) plyne
S
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1-ak a%
cosw Sinw

=0.

Linearni rovnice mezi prvni a druhou kiivosti dané kiivky k Ize tedy napsat ve tvaru
a'k-sinw+a’k-cosw =sinw, (8.4)
kde a a @ jsou konstanty. Pro @ =0 ( = ) bud’ a = 0, nebo *k = 0 ... jde o rovinnou k¥ivku.
Piipad a = 0 Ize vyloudit (8lo by zde o totozné - splyvajici kiivky). Potom tedy pro @ # 0( # 7)
z rovnice (8.4) dostaneme
ak+a’k-cotgw = 1.
Jestlize dosadime b = a-cotgw, dostaneme vyraz
a'k + b%k =1. (8.5)
Tato podminka musi byt splnéna pro kazdou kiivku Bertrandova péru. Déle 1ze dokazat:
Nutna a postacujici podminka pro to, aby kiivka p = p(s) mohla byt jednou z kiivek
Bertrandova paru, je splnéni rovnice
%k = 0 (pro rovinné kiivky), nebo a'k + b’k =1, kde a a b jsou konstanty.
Druha kiivka Bertrandova typu je potom dana rovnici (8.1).
Z obrazku 8.2 je patrné, Ze rovinna kiivka k ekvidistantni ke kfivce k je vyjadfena

parametricky

X =X*a-Ccos q, y =y+a-cos p,
kde «, fjsou smérové thly normaly n kiivky k.

Ze vztahu cos? & + sin? B = 1 pro smérové kosiny piimky dostaneme
v ¢

kde f= £(t) =x a¥= ¥ (t)=1y,
Z téchto rovnic a z rovnic pro X a y potom dostaneme

g - 0
L =yt L — (8.6)
¢)2+W2 ¢2+W2

coz jsou parametrické rovnice ekvidistantni kiivky k ke kiivce k.

cosa = cosf =-

x= p(t)ta
Ke kiivce zadané F( X, y ) = 0 rovnici ekvidistanty ziskame eliminaci X, y z rovnic
F(Xay)=01 §—y=——(;—X) a (;—X)2+ (y_y)ZZaZ,

kde a je libovolna realna konstanta.
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8.2 Evolventy a evoluty

Kfivkak , ktera protina kolmo viechny teény dané kiivky p = p(s) (a leZi tedy na tzv. plose
teCen této kiivky), se nazyva evolventou dané kiivky k. K¥ivku p = p(S) potom nazyvame
evolutou kfivky k . Dle tohoto Ize odvodit rovnici evolventy. (Obrazek 8.3.)
Mg¢jme rovnici evoluty p = p(S), potom rovnici evolventy miizeme napsat ve tvaru
P =p-ut, kdeu=s+c (8.7)

(c je libovolna realna konstanta.)

p=p(s)
evolventa
krivky p

p=p(s)
evoluta
kvivky p

Obr. 8.3

Ke kazdé evoluté existuje nekone¢né mnoho evolvent (zalezi pravé na konstanté ¢). Budeme
fesit opacnou ulohu. A to hledame k dané kiivce evolutu. Mizeme evolutu hledat jako
geometrické misto stfedd kiivosti dané kiivky (v rovin¢). Lze ukézat, Ze obecna rovnice

evoluty k dané kiivce ma tvar:

p=p6) = Pp=p(s) +'r- In + b-cotg([zkds + c: , (8.8)
kde c je libovolna integra¢ni konstanta; a p = p(S) je rovnice dané kiivky.

Pro kiivky v roviné plati: p=p+'m. (8.9)
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Evolventa kruZnice

Piiklad 1: Vytvoite evolventu zakladni kruznice danou K(S[0,0],r). Evolventu tvoii bod A; [r,

0]. Parametrické rovnice (pro tento piipad) jsou X=r-cost+rt-sint,
y=r-sint-rt-cost,

kde t je uhel osy x a poloméru p kolmého k poloze ptimky h. (Viz. obr. 8.4.) Odvozeni rovnic

evolventy je ziejmé z obrazku.

Obr. 8.4

Plati: Ao T=A; T, tedy A T=rt
X =TyQy-T,0 = r t-sin(27t) -r - cos( 27- 1)
Q:r(t~sint+cost) (8.10)
y =QxQ +QA; =r-sin(2z- t)+r t-cos(27t) y =r-(sint-t-cost). (8.11)

Rovnice (8.10), (8.11) jsou parametrické rovnice evolventy kruznice.

Cyklické krivky

Kitivky, které vznikaji odvalovanim - kotalenim - se nazyvaji cykloidy - kotéalnice.

Pevna polodie - zakladni kiivka - pevna - po které se kotali hybna polodie - tvofici kiivka
cykloidy. Je-1i pevna polodie piimkou - jde 0 cykloidy prosté. (Obr. 8.5)

Rovnice jsou X=r-(t-sint), y=r-(1-cost),

kde r je polomér tvotici kruznice; t thel odpovidajici délce oblouku kotalejici se kruznice.

Prod =r Xx=rt-d-sint a y=r-d-cost.
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Je-li pevnou polodii kruznice, jde o epicykloidy nebo hypocykloidy. Zalezi na tom, jestli
hybna polodie (také kruznice) je odvalovana vné nebo uvniti pevné polodie.

Parametrické rovnice téchto kiivek jsou

+ -
x:(Rir)'costir.cosH't, y=(RJ_rr)-costTrr-sinR‘r~t, (8.12)
r r

kde R je polomér pevné polodie, r je polomér hybné polodie; horni znaménko plati pro

epicykloidu; dolni plati pro hypocykloidu.

LY n ¢
Hybna polodw\ Cykloida prosta
k
At ssst k:t
r I\\\\ |
Iy Sa !
| S AN AN
I~ N\
A
| \
_ _ k l
Zkracena —m A ,¢____\_Jl Pevna polodie
d ol \\ﬁ\
Omd, 7777777 'J“W&T///////////// z
sl Q ¢
ProdlouzZend—m 47 “nr
Obr. 8.5

Obrazek je kreslen pro d = 0. Je-li d <0, jde 0 zkrdacenou cykloidu; je-li d > 0, dostaneme

prodlouzenou cykloidu.

Konchoidalni krivky
Na obrazku 8.6 je zobrazena kiivka, ktera vznikne takto:

Je dan pevny bod O a kiivka k. Bodem O vedeme libovolnou se¢nu a. Tato (libovolnd) se¢na S

protne kiivku K v bod¢ A.
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Od tohoto bodu A na se¢né s najedeme body A a A’, tak ze plati AA=AA =h.

A

b L —"

s
b 9
0| = At

a
& k |k
Obr. 8.6
Body A a A’ tvoii konchoidy kak kiivky k.

Je-1i kiivkou k ptimka, jde o znamou Nikomedovu konchoidu. Na obr. 8.6 je zvolena
pfimka X = a, se¢ny prochdzeji pevnym bodem - polem - pocatkem 0. Rovnice (v pravothlych
- Kartézskych soutadnicich) jsou

0C+y?)-(x-a)-b*x*=0
Je-1i pevnou kiivkou k kruznice a pevny bod 0 (pocatek) lezi na kruznici, jejiz stied leZi na
ose X, je konchoidou této kruznice tzv. Pascalova zdvitnice.

Rovnice v pravouhlych soufadnicich (x* + y? - a x)? - b?- (* + y?) = 0.

Spiraly

Slozenim dvou pohybti - rota¢niho a pfimocarého - vznika spirdlovy pohyb. Bod, ktery spiralu

vytvaii, se pohybuje po ptimce, kterd se otaci okolo svého bodu. Parametrické rovnice obecné

formulované spirdly, kde rotacnim bodem ptimky je pocatek soutadnice, jsou:
x=p(p)-cosp,  y=p(p)-sing,

kde pro parametr ¢ neni omezeni.
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v

o] x

Obr. 8.7

Rovnice spiral: Archimédova: p = ag, kde a je libovolna konstanta # 0. (Obrazek 8.7 )
Slozenim dvou pohybti - rotacniho a ptfimocarého - vznika spirdlovy pohyb. Bod, ktery spiralu
vytvari, se pohybuje po piimce, ktera se otaci okolo svého bodu. Parametrické rovnice obecné
formulované spiraly, kde rotacnim bodem ptimky je pocatek soutadnice, jsou:

x=p(p)-cos ¢, y=p(p)-sin ¢,
kde pro parametr ¢ neni omezeni.
Rovnice spiral: Archimédova: p = ag, kde a je libovolna konstanta # 0. (Obrazek 8.7 )
Logaritmicka: p=ae®?,
kde. a>0, b>0 jsou konstanty, ¢ je thel pravodic¢e (v obloukové miie) s polarni osou, € je

zékladem pftirozenych logaritmu.

? Kontrolni otazky 8.

1. Vysvétlete pojem rovnobéZnych kiivek v prostoru, v roviné.
2. Popiste evolventy a evoluty.

3. Popiste cykloidy.

4. Popiste konchoidy a spiraly.
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9. PLOCHY

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete znat

® typy ploch, jejich vlastnosti a parametry
® definovat plochy

® iesit lohy na plochach

LLIJ| Vyklad

Plochy v pocitacové grafice se zadavaji rovnicemi ploch. A dale jednotlivymi prvky ploch —
tvoficimi kiivkami, které rotuji nebo jsou posouvany dle vektorii nebo jinych kiivek. V této
kapitole jsou uvedeny jednak rovnice nejcastéji uc¢ivanych ploch a dale jsou zde plochy, které

se vyuzivaji v technické praxi.

9.1 Rovnice ploch

Zavedeme toto oznaCeni: E ... trojrozmérny euklidovsky prostor;
X e bod v tomto prostoru ;
X=[xvz ... ptifazeni bodu X soufadnicim X,y a z;
X=(%Y,2) e pruvodni vektor bodu X .

M¢jme tii funkce x = x(u,v),
y =y(uy), (9.1)
z=12(uyv),
kde proménné U, Vv spliuji tyto ptedpoklady :
a) Funkce (9.1) jsou redlné funkce dvou proménnych definované na spolecné oblasti Q.
b) Ve vSech bodech oblasti Q2 jsou tyto funkce (9.1) spojité a maji spojité vSechny parcidlni
derivace az do tfetiho fadu.

¢) Ve vSech bodech oblasti 2 ma matice
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O X oy oz

Su’'  Su Su
oX oy oz (9.2)

Sv’' SV SV

hodnost rovnou dvéma.
d) Dvéma rtiznym bodim oblasti € pfifadi funkce (9.1) dva rizné body v prostoru E3 .
Jestlize jsou splnény tyto predpoklady, potom mnozinu vSech bodi X € Es, jejichz soufadnice
X, Y a Z jsou dany rovnicemi (9.1) nazyvame regularni plochou (stru¢né plochou). Rovnice
(9.1) nazyvame parametrickymi rovnicemi této plochy.
plochy lze zapsat pomoci vektorové rovnice. Bodu [u,v] z oblasti Q odpovida na plose
pfislusny bod X se svym privodicem X. Je tedy privodni vektor X vektorovou funkci
proménnych U a V.
Tuto funkci mizeme zapsat ve tvaru

x = Ce(u,v), y(u,v), z(u,v) :

strucné (9.3)

x=x(u,v)

Parametrické krivky na ploSe

Parametrické kiivky na plose zavedeme pomoci definice :

Je dan bod X [c, d] pevné zvoleny bod na ploSe v oblasti Q nad niz je pomoci vektorové
funkce (9.3) definovana reguldrni plocha k. Potom mnozinu bodl X, které jsou na plose k

popséany vektorovou rovnici

=1
I

o } (9.4)

xt,v:

=U
I

kde ¢, d jsou konstanty, méni se pouze parametry U aV, jSou parametrické rovnice kiivek
na plose.
Z této definice plyne, ze kazdym bodem na ploSe prochazi pravée jedna kiivka u a pravé

jedna kiivka v.
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Do bodu X(c,d) umistime po¢ate¢ni body vektorti X3 a X, které budeme definovat

dx X _(5x Sy &)’

X, = = - 1 1
! du Su su' su’su
takto ~ (9.5)
N S S ( X Sy 52)
2 dv & &N v s

Obr. 9.1

Potom dle vztaht (9.4), (9.5) plyne, Ze vektory X; a Xz jsou teCnymi vektory kiivek u a v, které
bodem X prochazeji. (Obr. 9.1)

Explicitni a implicitni rovnice plochy
Parametrické vyjadieni plochy je jeden zplisob zadani plochy.
Dalsim zptsobem vyjadieni plochy jsou tzv. explicitni a implicitni rovnice plochy.
Explicitni : Je dana funkce
z=1(x,y), (9.6)
ktera je definovana na néjaké oblasti € a kterd je ve vSech bodech této oblasti spojita i se
svymi parcialnimi derivacemi az do ttetiho fadu.
Potom mnozZina vSech bodu, které lezi v prostoru E3 a které miizeme zapsat ve tvaru [X, Y,
f(x,y)], nazyvame regularni plochou danou explicitné.
Rovnice (9.6) je jeji explicitni rovnice.
Jestlize v rovnici (9.6) provedeme cyklickou zdménu proménnych, dostaneme opét regularni

plochy dané explicitné. Jejich rovnice budou

x =1(y,2),y = f(x,2). (9.7)
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Casto je potieba piejit od explicitniho vyjadfeni plochy k parametrickému a naopak. Ne vzdy
1ze vyhovét tomuto pozadavku.

Z explicitniho vyjadreni lze piejit na parametrické na ptiklad takto:

X = U,
y =y
z = f(u,v), kde [u,v] € Q.

Opacny postup nelze vzdy provadét. Z parametrického vyjadieni lze k explicitnimu ptejit
mnohdy pouze v dostate¢né malém okoli zkoumaného bodu.
Implicitni vyjadieni pfedpoklada, ze je dana funkce

w=g(x, Y, 2), (9.8)
kterd je definovdna na néjaké trojrozmérné oblasti A — E3z a kterd je ve vSech bodech této
oblasti spojitd i se svymi parcialnimi derivacemi az do tietiho fddu. Necht’ mnozina bodu [X,
Y, Z], které jsou v oblasti A ur¢eny rovnici

g(x,y,2) =0,
je neprazdnd, a necht’ v Zadném bod¢ této mnoZiny nejsou vSechny parcidlni derivace funkce
(9.8) soucasn¢ rovny nule. Potom tuto mnozinu nazyvame regularni plochou definovanou
(vyjadienou) implicitné.

Jestlize budeme uvazovat opé€t o vyjadieni explicitnim, potom i zde plati :

Jestlize je regularni plocha vyjadiena parametricky, explicitné nebo implicitné, potom
muzeme v dostate¢né¢ malém okoli jejiho bodu vyjadtit tuto plochu i zbyvajicimi dvéma
zpusoby.
Ptiklady zadani ploch.
Priklad 1.
Rovina a je ur¢ena bodem M a vektory a a b, které jsou nekolinearni a lezi v dané roving.
Budeme hledat vyjadieni pro obecny bod X zadané roviny a . (Obr. 9.2)
Nutnou a postacujici podminkou, aby vektor MX lezel v roving o je aby byl linedrni
kombinaci vektorti a a b. Tedy musi existovat takova ¢isla u a v pro které plati :
MX = ua + vb.
Oznac¢ime-li m privodni vektor bodu M a X privodni vektor bodu X roviny, mizeme psat:
MX =x-m.

Odtud a z ptedchazejici rovnice plyne
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X=m+ua+vb. (9.9)
Tento vztah (9.9) budeme tedy povazovat za vektorovou rovnici roviny o.
Dvojice u , v probiha pro celou pomocnou rovinu . Lze ukazat, ze parametrickymi

ktivkami jsou rovnobézky s vektory a a b.

Obr. 9.2 Obr. 9.3

Jestlize vektorovou rovnici (9.9) rozepiSeme do tfi rovnic tak, ze vektory v této rovnici
postupn¢ nahradime jejich prvnimi, druhymi resp. tfetimi soufadnicemi, ziskdme parametrické
rovnice roviny o .
Atovetvaru: X=mp+ua+Vvh;
y=my+ua,+vh,
Z=mz+uaz+vbs
Priklad 2.
Urcete rovnice kulové plochy se sttedem v po¢atku o poloméru r.
Z obrazku 9.3 je patrné, ze obecny bod X bude urc¢en "zemépisnou délkou" u a "zemépisnou

W

Sitkou" v. Pro tento bod potom plati

X = OX1- COS U, y = OX1- sin u.

Odtud Ize odvodit parametrické rovnice kulové plochy: X =r.cos u. cosv
y=r.sinu.cosVv
z=r.sinv

kde predpokladame, ze ue €,27 a Ve <—%%>

Parametrické v-kifivky jsou rovnobézkové kruznice, které lezi v rovinach kolmych na
soufadnicovou osu z. Parametrické u- kiivky - poledniky lezi ve svazku rovin prochazejici
0Ssou Z.

Matice (9.2) ma tvar
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H —r-Sin ¥ - COSV, 7r-COSuU - COSV, 0

—r-cosu -sinv, -—r-sinu-sinv, r-cosv
a hodnost h = 2 pro vSechny body s vyjimkou bodua [0, 0, r] a [0, O, -r], ve kterych pro

v =+ neni hodnost matice 2. Body [0, 0 ,r] a [0, O, -r] jsou tedy singularnimi body. Tato

N

singularita spoc¢iva ve zptsobu parametrizace kulové plochy, né v samotné plose.

Priklad 3.
Rovnice rota¢ni plochy.
Definice rotacni plochy. M¢&jme libovolnou prostorovou kiivku, kterou nechame rotovat okolo
pfimky. Takto vznikne rota¢ni plocha. Zvolime osu z za osu rotace. Plochu vytvofime rotaci
kfivky, ktera bude lezet v rovin¢ prochézejici osou rotace. Bude tedy - tato kiivka -
merididnem plochy. Kazdy bod kiivky bude pfi rotaci tvofit rovnobézkovou kruznici.
Meridian m necht’ lezi v soufadnicové roving Xz a je uréen parametrickymi rovnicemi

i = (00: Y, =0, Yy, = WQ:’ (9.10)
kde parametr v probiha interval (a, b). Kazdy bod X rota¢ni plochy je uréen volbou parametru

v a thlu u o ktery je tfeba otoCit bod Y = [ ¢(v), 0, y(v) ] do polohy bodu X[u, v]. (Obr. 9.4)

Obr.9.4

Vypocteme soufadnice bodu X a tak stanovime nasledujici parametrické rovnice rotacni

plochy p:
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X = @@ :cos u,
y = € sinu, (9.12)
1=y,

kde ue<0,27z-:, ve(l,b:.

Parametrickymi v-kiivkami jsou rovnobézkové kruznice lezici v rovinach kolmych na osu
rotace - tou je osa z. Parametrickymi U-kfivkami jsou meridiany, které lezi ve svazku rovin o

ose z. Parametrické rovnice (9.11) rota¢ni plochy p muzeme nahradit jedinou vektorovou

rovnici : x = {p(v)-cos u, p(v)-sin u, y(v) :

Piiklad 4.

Rovnice rota¢ni kuzelové plochy.

Kolem osy z nechame rotovat piimku danou parametrickymi rovnicemi
X=v.cosa, y=0, z=v.sina

v nichZ sino # 0, cos a # 0. Vrchol kuzelové plochy je v

pocatku soufadnic.

Pouzijeme rovnic (9.10) a (9.11) dostaneme parametrické

rovnice této plochy.

X = V-COSU - COS «,
y = v-sinu - CO0S «, (9.12)
Z =V-Sin «,
Matice (9.2) ma potom tvar Obr. 9.5
—v-sinu-CcoS¢a, V-COSU-COS«, 0
CoSU-COS« , sinu-cosa, Siha

a hodnost h =2 pro v§echny body s vyjimkou vrcholu kuzele (v = 0), pro ktery je h = 1.
Vrchol je zde singularnim bodem.

Vyloucenim parametri U a vV z rovnic (9.12) dostaneme implicitni rovnici plochy ve tvaru :

x2+y2—i2-22:0, kde k= M
k cosa

Doporucené animace: 9a Plochy kulova, valcova, kuzelova
9b Plochy sroubova, spadova.
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9.2 Kontravariantni a kovariantni souradnice vektoru

M¢jme dany tfi libovolné nekomplanarni vektory e; , €, , €3, které nelezi v jedné roviné.

Povazujme tyto vektory za zdkladni vektory

prostorove soustavy. ~
w 4 14 \
Potom Ize kazdy vektor a psat ve tvaru >
~
— Al 2 3 ~

a—a'e1+a'e2+a'e3) e

3 |

kde at, a2, a° jsou realna ¢isla. (Obr. 9.6) a,< a ﬂ

Tato ¢isla al, az, adse nazyvaji kontravariantni a, ﬂ

Y
I

soufadnice vektoru a v soustave (e1, €2, €3).

Obecné tedy mizeme psat

3
N i
a=e-a,cozjea= ) e a.

i=1 Obr. 9.6

Jsou-li €'y, €', '3 jiné tfi nekomplanarni
vektory v prostoru, potom
1 2 3
e =e -e +e -e,+e e,
1 2 3
e,=e, -e +e; -e,+e; e,
1 2 3
e, =e¢-e te;-e,te; - e,
struéné
_ P
ej=e¢; -e; (1,j=1,2,3).
Matice A = H e/ H (horni index je sloupcovy, dolni fadkovy) se nazyva matice prechodu od
soustavy soufadnic (€1, €2, €3) k soustavé (e'1, €'2, €'3).
Na zékladé této definice 1ze vyslovit véty:
V1.: Determinant ‘ e/ ‘ matice ptrechodu je rizny od nuly, takZze mlizeme pfejit od soustavy
soufadnic ¢arkované k nec¢arkované:

e=f/ e/ pro(i,j=1,23).

Pfitom matice H S H je inverzni k matici H e/ H
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Kovariantni souradnice vektoru

V roviné 7 je dan vektor a. Vypoctéme skalarni soucin tohoto vektoru se souradnicovymi
vektory X; a ozna¢me je a.

Muzeme tedy napsat a; = X;-a a vyslovit definici:

Cisla a; a a, z predchazejici rovnice nazyvame kovariantnimi souiadnicemi vektoru a. Z
obrazku 9.2 je patrny geometricky vyznam kovariantnich soufadnic. Uhel, ktery svira vektor a
s vektorem X oznacime ¢.

Pti konstrukci obrazku 9.2 je patrné, ze

a; _|xi|]-]a|-cose

bl T el Al

Lze odvodit vztahy, kterymi jsou vazany kovariantni a kontravariantni soufadnice vektoru.

9.3 Tenzory na plose. Tenzor nultého fadu

Zavedeme Cislo A, které bude v te¢né roviné plochy s mistni soustavou soutfadnic [X;, X2 ]

urCovat tenzor nultého Fadu. Jestlize pfi pfechodu od této soustavy soufadnic [ X1, Xz ]

k druh¢ soustavé soufadnic [ X, , X, ], budeme toto ¢islo transponovat tak, aby platilo
A=A,

Pro vztah mezi soustavami soufadnic plati

2 —i
oxX .
i-zg -'Xi (J:1,2).
! izl ou’

Tenzorem nultého fadu je "skalar". Na ptiklad: Ozna¢me P obsah ¢tverce v soustaveé [ X1, X2 ]
a P obsah &tverce vypodteny pomoci soustavy [ X, , X, |. Ziejm& P = P.

Obsah ¢tverce je tedy tenzorem nultého fadu.

Nebo. Skalarni souc¢in dvou vektora lezici v te¢né roviné miize byt tenzorem nultého tadu.
Neznamend to vsak, ze nahradime-li dva vektory jedné mistni soustavy jinymi vektory jiné

mistni soustavy, ze uhly, které tyto dvojice vektorii (sobé odpovidajici) sviraji, budou stejné.
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9.4 Krivka na ploSe

Definice:
Necht' x =x(u,Vv), pro[u,Vv] e Q, je vektorova rovnice regularni plochy y. (Obr. 9.7)
M¢jme funkce

u=u(t) a v=v(), (9.14)
Ktera maji tyto vlastnosti:
a) Funkce (9.14) jsou realné, funkce redlné proménné t, definované na spole¢ném intervalu
(a,b).
b) Ve vSech bodech intervalu (a,b) jsou funkce (9.14) spojité i se svymi derivacemi alespon
prvniho fadu.
¢) V Zadném bod¢ intervalu (a,b) nejsou funkce (9.14) souc¢asné rovny nule.
d) Dvéma riznym bodum z intervalu (a,b) pfifazuji funkce (9.14) dva rtizné body oblasti Q.
Jestlize jsou tyto ptfedpoklady splnény, potom mnoziny vSech bodi Y, které jsou déany

vektorovou rovnici
y=y@), ) t e (ab) (9.15)
se nazyva kFivka na ploSe y.

Rovnice (9.14) jsou vnritinimi parametrickymi rovnicemi na plose y.

Délka krivky na plose
M¢jme danou vektorovou rovnici regularni plochy y:
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r=r(u,Vv) (10.1)

u=u(t), v=v() (10.2)
budiz rovnice kiivky k na plose .
Vektorova rovnice této kiivky K je tedy
y = r(u(t), v(t) ).
Pomoci integralniho poctu (Lit. K.Havlicek: Integralni pocet pro zacate¢niky) lze odvodit

vztah pro délku kiivky mezi dvéma body Y (to) a Y(t) je dana vzorcem

t t
s= VEOZ+ o2+ ho? -d= {3030 -d. (103)

9.5 Te€na rovina, normala plochy

Bud' X libovolny bod (regularni) plochy y. Kazdym bodem X plochy prochéazeji dvé kiivky
plochy u a v. Uré¢ime te¢ny téchto kiivek v bodé X.
Lze ukézat vétu:
Vsechny primky prochazejici bodem X, jejichz vektor je linearni kombinaci vektoru tecen
krivek u a v, vyplnuji tecnou rovinu, kterd se plochy dotyka v bodé X plochy y.
Piimka, ktera bodem X prochazi a je na tuto rovinu kolma se nazyva normdla plochy y.
Jsou-li vektory x, a Xy te¢nymi vektory, je normalovy vektor vektorovym souinem téchto
vektort Xy a Xy.
Tedy N =Xy * Xy.
Vektorovou rovnici te¢né roviny k plose y v bodé X potom miizeme psat ve tvaru:

y=X+a Xyt [ X,
kde ae (-o0,+®),af (-0, +x).
Vektorova rovnice pfislusné normélové roviny je:

Z=X+ A Xy X Xy ),

kde ye (-0, + o).
Vektory n sestrojené v kazdém bodé dané plochy Ize napsat jako vektorovou funkci n =
n(u,v). O této funkci budeme piedpokladat, ze je spojita i se vSemi svymi derivacemi az do
druhého tadu.

Dale 1ze definovat te¢né plochy.
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Jestlize dvé plochy maji v bodé X spolecnou te¢nou rovinu, potom se tyto plochy v bodé¢ X
dotykaji - jsou te¢né plochy.
Véty a definice (tecné roviny a normaly plochy)
Z uvedené definice tecné roviny plochy ma jeji vektorova rovnice tvar

Y=X+a- Xyt Xy, (9.16)
kde e (-0,+®),af (-0,+x).
Vektorova rovnice piislusné normalové roviny je

Z=X+ Xy X Xy ), (9.17)

kde ye (-0, + o).
Uvedeme dalsi véty a tvary tykajici se te¢né roviny a normaly plochy.
Véta 1. V regularnim bod¢€ [ ug, Vo] plochy r = r(u,v) existuje pravé jedna te¢na rovina
a jeji rovnice v pravouhlych soufadnicich X, Y, Z je

X=X, Y=Yy, Z-2,

s s 5 X-x, Y-y, Z-z,

~ ~"_ X y z _ ~ ~ _

l{—roatuzgatv)g_z (5)0 (Ejo (E)O = iu’\e zu;e (éu)\o =0 (918)
V_8 V_g V_9

(5, (5, (5,

kde R je priivodi¢ bézného bodu roviny, €, , = (%j B (%) '
0 0

or or . e L T
Vektory r, =—, r, =— jsou nekolinearni, tj. linearn¢ nezavislé s pocate¢nim
o ov

regularnim bodé¢ plochy [u,Vv] a jsou te¢nymi vektory soufadnicovych kiivek u a v.

Véta 2.

Tec¢na rovina v regularnim bodé [ X, y, z ] plochy z = z(X, y) ma rovnici
(X-x)-p+(Y-y)-q-(Z-2)=0, (9.19)

= ﬁ q= é , X, Y, Z jsou soufadnice bézného bodu roviny.

kde :
P ox oy

Véta 3.

Tecéna rovina v regularnim bode¢ [X, Y, z] plochy F(x, y, z) = 0 ma rovnici

5—F-(X— x)+5—F-(Y- y)+5—F-(Z -2)=0, (9.20)
ox oy oz
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kde X, Y, Z jsou soutadnice béZného bodu roviny.
Veéta 4.

Pro jednotkovy vektor n normaly plochy x = x(u, v), ¥y = y(u, v), Z = z(u, V) plati:

r, Xr,
n=——,
VEG - F?
2 2 2
kde E:ru Ty :(QJ +(Q) +(ﬁ)
ou ou ou

_ Oxdx N 0yoy N 0z0z

F=r,r, = 9.21
YV Susv Sudv Sudv O
2 2 2
G:rv.rvz(ﬂ) +(Q) +(£)
ov ov ov
Poznamka 1.
V obecném bodé¢ plochy je vzdy u?>=EG-F>0.
Vyraz D= EG—F2=|ru><rV|=[1-ru~rv]>O
nazyvame diskriminantem plochy a je bran vzdy kladné.
Je
E F
D= ‘ (9.22)
F G
Pro délku tecnych vektorti potom plati:
nl=vE, |n|-+G.
Véta 5. Smeérové kosiny ny, Ny, N; normaly n plochy r = r(u, v) jsou dany vyrazy
sy oz oz o ox oy
ou ou ou ou ou ou
oy oz EERR: x G
| ov oOv | ov ov | ov Ov
S O D >
Véta 6. Smérové kosiny normaly n plochy dané explicitné z = f(x, y) jsou
nx=$,ny=_—q,nz=;, (9.23)
Npi gt +1 Np'+qgi+1 Jp gt +1
kde p=2%, 4=2%
ox oy
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Véta 7. Smérové kosiny normaly n plochy dané implicitné f(X, y, z) = 0 jsou dany vyrazy

F, F, F,

_x n, =2 L=tz 9.24

=Ty Ty =TTy (9.24)
kde Fx=5—F,
ox
g, = OF,
Sy
g, 9F
oz

9.6 Technické plochy

Priklad 5.
Rovnice ptimkové plochy.
M¢éjme danou vektorovou rovnici y = y(u), kde ue (a, b), ktera zadava kiivku k. Do kazdého

bodu Y(u) kiivky k umistime pocatek nenulového vektoru a(u). (Obr. 9.8)

Tento vektor je dan vektorovou funkci

a=a(u)
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a je definovana na intervalu (a,b) a Ze je na tomto intervalu spojita i se svymi derivacemi az
do ttetiho fadu. Kazdym bodem Y(u) kiivky k a vektorem a(u) je uréena piimka o vektorové
rovnici

X =y(u) + v.a(u), (9.13)
kde v €(—o0, +o0). Jestlize parametr U volime prubézné v intervalu (a,b), je rovnice (9.13)
vektorovou rovnici piimkové plochy. Parametrickou v-kiivkou pro v = 0 je kiivka K.
Parametrickymi u-kiivkami jsou povrchové pfimky plochy.
Konoidy
V praxi je Casté zadani piimkovych ploch pomoci roviny a dvou prostorovych kiivek. Kfivky
jsou (vétsinou) rovinngé, ale jejich roviny nejsou totozné a jsou s danou fidici rovinou
ruznobézné. Piimky, které¢ tvoti konoid protinaji obé fidici kiivky a jsou s danou fidici

rovinou rovnobézné. Obr. 9.9.

Obalka jednoparametrické soustavy ploch

Ptredpokladejme, Ze madme rovnici

f(x,y,z, «) =0, pro o € (a, b) (9.25)

pro kazdé dané - pevné « danou regularni plochu. Jestlize funkce f ( X, Y, z, @ ) = 0 ma pro
kazdé ae(a, b) spojité parcialni derivace podle proménné « az do druhého fadu, potom
mnoZinu vSech ploch uréenych vztahem (9.25) nazyvame jednoparametrickou soustavou
ploch. (Obr. 9.10)
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Obr. 9.10

Plochu y nazyvame obalkou jednoparametrické soustavy (9.25), jestlize jsou splnény tyto
podminky:
a) Plocha y se v kazdém svém bodé¢ dotyka pravé jedné soustavy (9.25).
b) Kazda plocha soustavy (9.25) se dotyka plochy y.
c) Neexistuje plocha, kterd by byla soucasné €asti plochy y a nékteré plochy ze soustavy
(9.27).
Poznamka. Existuji jednoparametrické soustavy, které nemaji obalky. Na piiklad - svazek
rovin.
Plati véta, podle niZ budeme fesit jednoparametrické soustavy:
Necht’ rovnice (9.25) je rovnici jednoparametrické soustavy ploch a existuje plocha y, ktera je
obalkou této soustavy. Potom ke kazdému bodu [X, y, z,a ] plochy y 1ze najit pravé jedno ¢islo
atak, ze ¢isla X, Y, Z a arjsou feSenim soustavy rovnic:

f(x,y,2, «) =0, fa(Xy,2 a)=0. (9.26)
Symbolem f, je oznacena parcialni derivace funkce f podle proménné .
Priklad 1.
Rovnici X +a-y =0, kde o € (- o, + ®), je urena jednoparametricka soustava ploch. Jde o
svazek rovin jehoz osou je osa z. Dle (9.26) rovnice obalky maji tvar:

X+ a-y=0, y=0.

Pro libovolné « je tedy urcena piimka - a to osa z. Obalka tedy neexistuje.
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Priklad 2.
2 2 2 _« 2
Méjme rovnici X< + Yy +(z-a)° = >
ktera uréuje jednoparametrickou soustavu kulovych ploch.

Budeme derivovat ob¢ strany této rovnice podle «. Dostaneme rovnici
2-(2-a)=«

Vylou¢enim & z obou rovnic, dostaneme rovnici obalky:
X +y?-72=0,

coz je rovnice kuzelové plochy.

Priklad 3.
Mé&jme rovnici x* +y° +(z-a)’ =r” - «, kterd uréuje jednoparametrickou soustavu
kulovych ploch.

Kulové plochy maji stfed na ose z a polomér r je funkci parametru o.. (Obr. 9.11)

z

Obr. 9.11

Postup bude stejny, jako u pfedchazejicich ptikladi. Vyloucenim « z obou rovnic, dostaneme
rovnici obalky:
X +y* =21,

coZ je rovnice rotaéniho paraboloidu s osou z, vzniklého rotaci paraboly 2z = x* kolem osy z.

Rozvinutelné plochy
Regularni plocha, kterd je obalkou jednoparametrické soustavy rovin, se nazyva rozvinutelna

plocha.
100




Plochy

Pro objasnéni nékterych vlastnosti rozvinutelnych ploch provedeme nasledujici konstrukei.
Predpokladejme, Ze plocha x je obalkou jednoparametrické soustavy A rovin je tedy
rozvinutelnou plochou.

Tuto rovnici soustavy rovin zapiSeme ve tvaru:

Ni(a)xy + Nz (a)x2+ n3()xsz+ala) =0, (9.27)
kde o € J (J je otevieny interval), tak, aby pro kazdé o € J byl vektor n(a) = (ni(«@),n2(a),n3
(@) jednotkovym vektorem. Pii dodate¢ném piedpokladu, Ze pro kazdé a € J je
vektor n(er) nenulovym vektorem.

Obalka vyhovuje rovnicim
Ni(a)x1 + Nny(@)x2+ n3(a)xs+ala) =0,
ni(a)x; + na(a)X2+ n3()xsz+ a(e) =0. (9.28)
Ozna¢me m mnoZinu vSech bodi, které vyhovuji soustavé (9.28). Plocha « je ziejmé bud’
totoznad s mnozinou M nebo je jeji ¢asti. Nejprve ukazeme konstrukci mnoziny 1, a posléze
provedeme konstrukci plochy k.
Derivujme nejprve ob¢ strany identity n(e) . n(«) = 1.

Dostaneme tak vztah 2n(c.). n(«) =0, z ¢ehoz vyplyva, Ze pro kazdé a € J jsou vektory
N(a) a n(a.) na sebe kolmé. Dvojice rovin urcené rovnicemi (9.28) jsou vzdy riznobézné.
Mnozina 1 se skladé ze vSech piimek, které jsou jejich priisseCnicemi.

Resme soustavu rovnic
Ni(a)x1 + Nna()Xx2+ n3()xs+a(a) =0,
ni(a)xy + na(a@)x2+ n 3()xs3+ a(a) =0, (9.29)
ni(a)x; + na(@)x2+ i 3()x3+ a(a) =0,
a zkoumejme, jak s timto feSenim souvisi mnoZzina n. V z4jmu zjednoduseni piedpokladejme
dodate¢né, Ze funkce ni(e), N2 (), N 3(e) aa(e) jsou v rovnici (9.27) zvoleny tak, ze pti
feSeni soustavy (9.29) mohou nastat tyto ptipady:

1. Pro kazdé a je determinant soustavy (9.29) roven nule. Valcova plocha. (Obr. 9.12 a)

2. Pro kazdé o je determinant soustavy rizny od nuly. Resenim soustavy (9.29) pro  vSechna

o € J jejediny bod V. KuZelova plocha. (Obr. 9.12b)
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3. Pro kazdé o je determinant soustavy riizny od nuly. Re$enim soustavy (9.29) jsou tii

funkce x1= x1(@),X2 = X2 (@), X3 = X3 (&), které jsou parametrickymi rovnicemi kiivky. Plocha,

a) b) C)
Obr. 9.12

ktera je Casti plochy tecen regularni prostorové kiivky (Obr. 9.12c¢).
Na nasledujicich obrazcich 9.13. a 9.14. je zobrazena rozvinutelna Sroubova plocha, ktera je

tvofena te€nami Sroubovice. Tvoftici Sroubovice je hranou vratu plochy.

Spadové plochy
Jde o pfimkové, rozvinutelné plochy tvofené pohybem piimky, ktera protina fidici kiivku k a
s danou rovinou (xy) svira konstantni thel ¢ .

Aplikace: Stavebn¢ inzenyrské prace, geografické prace.

Lze tyto plochy definovat jako obalové plochy rota¢nich kuzelovych ploch, jejichz vrcholy
lezi na dané - fidici - kiivce.
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Na obrazku 9.15 je znazornéna plocha tvoiena piimkami p prochazejici kiivkou K .

-

Obr. 9.15

Piimky p sviraji s rovinou (xy) konstantni thel o.

()

Kontrolni otazky 9.

1. Definice kiivky na ploSe.

2. Te¢na rovina. Normala plochy.

3. Obalka jednoparametrické soustavy ploch.

4. Rozvinutelné plochy.

5. Spadové plochy.

6. Zpusoby zadéani a rovnice plochy.

7. Typy ploch.

8. Parametrické ktivky na plose.
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10. PRVNI A DRUHA FORMA PLOCHY

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete

e znat pojem prvni a druhé zékladni formy plochy

® umét urcit kiivost plochy

LLIJ| Vyklad

Prvni zakladni forma plochy

Ctverec diferencialu oblouku kfivky u = u(t), v = v(t) na plose r = r(u,v) je dan vzorcem

ds® = E du? + 2F dudv + G dv? = I. (10.1)
Tato kvadraticka diferencialni forma (10.1) se nazyva prvni (metrickd) zakladni forma
plochy.
ds ... se nazyva linearni element (prvek, element oblouku) na plose.

E,F,G ... senazyvajitzv. (Gaussovy) zakladni veli¢iny plochy 1. fadu.
Véta 8.
Pro thel ¢ kiivek u = u(t), v =v(t) a u=u(z), v=v(¢r) plochy r = r(u, v), jdoucim jejim
obecnym bodem, plati

Eiiii + F &V +1v + Giv

-2 .. .2 ) . . =5 (102)
VEQ? + 2Fiv+ Gy - Eii* + 2Fiiv + Gv

cosQ =

Véta 9.
Pro uhel parametrické v-kiivky s parametrickou u-kiivkou (v tomto potradi) v bodé

plochy plati:
COSQ = —— sing =— (D=VEG-F?) (10.3)

Piiklad 1.
Pro kulovou plochu danou parametricky
X=r-sinu-cosv, y=r-sinu-sinv, Z=r-cosu

uréime:
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Podle (10.3)E,F,G,atoE=r,F=0,G=r-sinu.

Metricka forma (prvni zakladni forma plochy) bude mit tvar ds® = r? (du? + sin® u dv? ), ktery
plati pro element oblouku kazdé¢ kiivky na kulové plose.

Kfivku, ktera svira s poledniky na kulové plose konstantni thel ¢, kde ¢ € (0 < ¢ < #/2) se
nazyva loxodroma.

Rovnice loxodromy v kiivo¢arych soutadnicich je
u
v+tge -lnth:c

kde c je realna konstanta.

Obr. 10.1 Obr. 10.2

Véta 10.
Obsah rovnobéznika, jehoz dvé sousedni strany jsou te¢né vektory plochy je (Obr. 10.2.)

du dv
du dv

dP=D (10.4)

Tento vyraz (10.4) nazyvame plo$nym elementem (prvkem) plochy r = r(u,v).
Poznémka 2.

Pfi zadani plochy x = x(u, v), y = y(u, v), Z = z(u, V) ¢ast této plochy nad oborem Q Ize vyjadrit:

P= ”\/EG —F? .dudv (10.5)
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Poznamka 3.

Pro plochu z = z(x, y) dostaneme zakladni veli¢iny 1. fadu ve tvaru

2 2
E:H[ﬂ) p_92.97 G:H[@j |
ox oxX Oy oy

2 2
diskriminant D= 1+(ﬂ) +[Q) ,
oX oy

pro plosny element vyraz

OX

2 2
dP:\/1+(ﬂ) —{%j ~dxdy =+/1+p* +q° - dxdy .
y

Pro diferencial ds oblouku kiivky na plose z = f(x,y) plati:

ds = /(1+ p*)dx® + 2pg dedy + (1+4°) dy” .

Druha zakladni forma plochy
Druh4 zékladni forma plochy urcuje jeji tvar vzhledem k te¢né roving plochy.
Véta 11.

Pro kiivku u = u(s), v = v(s), (s je jeji oblouk) na plose r = r(u, v) plati

-dr-dn=L-du?+2M-dudv + N-dv®= Il (10.6)
kde L=-ry-ny 2M = -(ry- Nyt ry-ny), N=-r,-ny (10.7)
on on . , ,
kde n, = 5 n, = 5 N je jednotkovy vektor normaly plochy
u v

Forma (10.6) se nazyva druha zakladni forma plochy. Veli¢iny L,"M, N dané vztahy (10.7)

se nazyvaji zakladnimi veli¢inami 2.Fadu plochy.

Véta 12.
Plati
L= ruururv: M = ruvrurv: _ l.vvrurv:
VEG-F? NEG-F? NEG-F?
kde
Sr Sr Sr
Tuu = ou*’ fuv = Sudv’ fvv = ov?
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Véta 13.
Pro plochu danou rovnici z = f(x, y) je

A V. S N S
kde
0’z o’z 6z bz _ Sz

r= 2132711:: Zap_iaq_i
O X OXoY oYy O X oy

Definice bodi na ploSe
Regularni bod plochy, kde plati

LN - M?>0 resp. LN-M?=0
je bod ‘ elipticky ‘ ‘

resp. ‘ LN-M?<0

parabolicky hyperbolicky

Bod parabolicky

Bod elipticky

Obr. 10.4

P ... parabolické body

Obr. 10.5 Obr. 10.6
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Na obrazcich 10.3, 10.4, 10.5 a 10.6 jsou znazornény piislusné body na plochach.

Véta 14.

V dostatecné malém okoli regularniho bodu P, ktery je bodem eliptickym resp. hyper-
bolickym, je plocha na téze strang, resp. na obou stranach te¢né roviny 7 v bodé P.

Tecna rovina 7 v eliptickém resp. parabolickém resp. hyperbolickém bod¢é P plochy, protina
plochu v kiivce, kterda ma bod P za bod dvojnasobny s te¢nami komplexn¢ sdruzenymi, resp.

realnymi splyvajicimi, resp. redlnymi riaznymi. ( Viz obr. 10.3 - obr. 10.6)

Kfivost ploch

Véta 15.

Vsechny kiivky plochy, prochazejici tymz regularnim bodem P plochy a majici v P touz
oskula¢ni rovinu, maji v P také touz prvni kfivost.

Pro rovinny fez na ploSe, prochazejici jejim bodem P, plati

. E-du’ +2F -dudv+G-dv?
L-du? +2M-dudv + N -dv*

‘ -COS D (10.8)

kde r je polomér kiivosti kiivky v bodé P plochy r = r(u, v),
v je thel, ktery svird rovina kiivky s normalou plochy v P.

Vzorec (10.8) plati 1 pro prostorové kiivky. Potom jde o oskulacni rovinu kiivky.

Obr. 10.7 Obr. 10.8
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Plochy

Véta 16.
Rovinny fez, jdouci na plose regularnim bodem P, ma v P polomér kiivosti r, jehoz usecka je
pravouhlym primétem usecky poloméru kiivosti R, normalového fezu majiciho s danym
rovinnym fezem ve spole¢ném bod¢ P touz te¢nu plati:

r=Ry-cos v.
Z uvedené véty lze odvodit:

Pro normalni k¥ivost 1/R v daném sméru v bodé P plochy r = r(u, v) plati

2 2
1 L du2+2M dudv+ N dv2 & (e=+1); (10.9)
R  E-du” +2F-dudv+G-dv n

jestliZe je plocha zadana explicitné z = f(X, y), potom pro polomér kiivosti normalového fezu v
bod¢ plochy plati:

2 2
& R V1P +q (10.10)

n = 2 2 5
S cos a+2f,, cosacosf+ f,, cos” f

kde «, £ jsou te¢ny normalového fezu ve zkoumaném bodé¢ plochy s osou y.

?

. Kontrolni otazky 10.

1. Délka kiivky na ploSe.
2. Te¢na rovina plochy.
3. Prvni a druhd zakladni forma plochy.

4. Kftivost plochy v regularnim bod¢ plochy.
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